Goniometrische Beziehungen

tan x = sin x/ cos X cot x = cos x/ sin x
tanx - cot x=1
seczx-tanzx=1 sin x- cosec x=1

1 +tan? x = 1/cos? X 1+ cot? x = 1/sin? x
sinx=tan2x/(1+tan2x) =1/ (1 + cot2 x)

sin2x+cos2x=1

Addition zweier Winkel
sin(xty)=sinXx-cosy*cosXx:- siny
COS(X+y)=CcosSX- Ccosy-sinx- siny
cos(X-y)=cosXx-cosy+sinx- siny
tan(xty)=(tanx+tany) /(1 -tan x - tany)
tan(x-y) =(tanx-tany) /(1 +tan x- tany)
cot( x+y) =(cotx- coty- 1)/ (cotx + coty)
cot(x-y) =(cotx- coty+ 1)/ (cotx-coty)

Summe und Differenz zweier Winkelfunktionen
sin X+ siny = 2 sin( (x+y)/2 ) - cos ( (x-y)/2)

sin x- siny =2 cos( (x+y)/2) - sin ( (x-y)/2)

cos X+ cosy =2 cos( (x+y)/2) - cos ( (x-y)/2)
COS X-cosy =-2 sin( (x+y)/2) - sin ( (x-y)/2)
cos x + sin x = - sin (45°+x) = @ - cos (45°-X)
cos x - sin x= @ - sin (45°-x) = 2 - cos (45°+x)

tanxttany=sin(xty)/(cosx-cosy)
cotxtcoty=xsin(xty)/(sinx-siny)
tanx+coty=cos(xy)/(cosx-siny)
cotx-tany=cos (xty)/(sinx-cosy)

Auflosung doppelter Winkel

sin 2x =2 sin x cos x = 2 tan x/ ( 1+ tan2 x)

COS 2X=C0S2X-sin2x=1-2sin2x=2co0s2x-1
tan 2x = 2 tan x/ (1- tan2 x) = 2(cot x - tan X)

cot 2x = (cotz x - 1) / (2 cot x) = (cot x - tan x)/2

Auflosung Vielfacher Winkel

sin 3x =3 sin X - 4 sin3 X

cos 3x =4 cos® x- 3 cos X

sin 4x =8 cos3 x - sin Xx- 4 cos X - sinx

cos 4x = 8 cos? x - 8 cos? x +1

sin 5x = 16 sin x cos?x - 12 sin X cos? X + sin X

cos 5x = 16 cos® x - 20 cos? X + 5 cos X

sin nx = n sin x cosN-1 x - ( g ) sin3 x cosN-3 x +
+( rz]l ) sin% x cosN-4 x - + ...

cos nx = cosN x - ( nz) sin2 xcosN-2 x +

+ (n5 ) sin® x cosNO x - + ...
tan 3x =(3tanx-tan3x) / (1 - 3 tan2x)
tan 4x = (4 tan x - 4 tan® x) / (1 - 6 tan? x + tan4 x)
cot 3x= (-3 cot x+ cot®* x) /(3 cotz x- 1)
cot4x=(1-6cot2x + cot4 X) / (-4 cot x+ 4 tan® x)

Auflésung halber Winkel
sin x/2 = q (1-cos x)/2)
cox x/2 = (1+cos X)/2)
tan x/2 = q (1-cos ) / (1+cos x) ) =
=sin x/ (1 +cosx) =(1 - cos x) / sin x
cot x/2 = (1+cos X) / (1-cos X)) =
=sin x/ (1 -cos X)
2sin2 (x/2) =1 - cosx
2 cos2 (x/2) =1 + cos X

Produkt trigonometrischer Funktionen
sin(x+y) - sin(x-y) = cos?y - COS? X
cos(x+y) - cos(x-y) = c0s?y - Sinz x
sinx - siny=1/2 [cos (X-Yy)-cos (Xx+V) ]
sinx - cosy=1/2[sin (X-Yy) +sin(x+Y)]
COSX - cosy=1/2[cos (Xx-Yy) +cos (X+VY)]
tan x - tany = (tan x + tan y) / (cot x + cot y)
cotx- coty = (cotx+ coty)/(tan x +tany)
tan x - coty = (tan x + coty) / (cot x + tan y)
sinx - siny - sin z = [sin(x+y-z) +

+ sin(y+z-a) + sin(z+x-y) - sin(x+y+z)]/4
COS X - COSY - COS Z = [COS(X+Y-Z) +

+ cos(y+z-a) + cos(z+x-y) + cos(x+y+z)]/4
sin X - siny - cos z = [-CoS(X+y-2) +

+ cos(y+z-a) + cos(z+x-y) - cos(x+y+z)]/4
sin X - COS Y - COS z = [sin(x+y-2) -

- sin(y+z-a) + sin(z+x-y) + sin(x+y+z)J/4

Potenzen trigonometrischer Funktionen

sin2x =1/2 (1 - cos 2X)

cos2 x=1/2 (1 + cos 2x)

tan2 x = (1 - cos 2x) / (1 + cos 2x)

sind x = 1/4 (3 sin x - sin 3x)

cos® x=1/4 (3 cos x + cos 3x)

sin4 x = 1/8 (cos 4x - 4 cos 2x + 3)

cos? x = 1/8 (cos 4x + 4 cos 2X + 3)

sin® x = 1/16 (10 sin x - 5 sin 3x + sin 5x)

cos® x = 1/16 (10 cos X + 5 cos 3x + c0s 5X)
sin® x = 1/32 (10 -15 cos 2x +6 cos 4x -Cos 6X)
cosb x = 1/32 (10 +15 cos 2x +6 cos 4x +cos 6X)

Goniometrische Gleichung
acosx+bsinx=c
Ansatz y = tan (¥/2), d.h.
cos X = (1-y?)/(1+y?) und sin x = 2y/(1+y?)
ergibt y = tan (x/2) = 1/(a+c) [b + Qa2+b2-c?)]
Ansatz y = tan(x/2) und
a=(a+c)/b und b = (a-c)/b
ergibty =1/a[1 + 41 + ab)]



Zahlenfolgen
Eine Zahlenfolge ist eine Funktion aus der
Menge der natlrlichen Zahlen in die Menge
der reellen Zahlen.
Symbol: (ak) = (a1; a9; ...; ak; - )
Partialsumme: sp=aq+ap+..+ap=Sak
G heiRt obere Grenze U

U kleinste obere Schranke
G heiRt untere Grenze U

U gréRte untere Schranke
eUmgebung vona U

U offenes Intervall (a - ga + €

Grenzwert
Grenzwert g von (ak) U Fir jedes positive e
giltfur fast alle ap:

a-e<ap<at+ebzw. |an-g|<e
(ay) heilt konvergent U Grenzwert existiert
(aK) heil3t divergent U Grenzwert existiert nicht
Nullfolge U Grenzwert= 0
Divergenz
bestimmt divergent U Grenzwert ¥ oder - ¥
unbestimmt divergent U Grenzwert existiert nicht

Arithmetische Zahlenfolgen
Form: a, a+d, a+2d, a+3d, ..., a+ (k-1)d,
d... Differenz
ag=aj+(k-1)-d ak+1-ak =d
Ssh=n2-(ag+ap)=n-ap+d2-n-(n-1)
d<0 fallende, d=0 konstante,
d>0 wachsende Folge
Differenzenfolge
Zu (a) ist (di) die Differenzenfolge, wenn
dk =ak+1 - ak
Arithmetische Folge n.Ordnung
..., wenn erst die n.te Differenzfolge konstant ist
Bildungsgesetz
ak = bo(k - 1)2+bq(k-1)+bg ... 2.0rdnung
ak = ba(k - 1)3+bo(k - 1)2+bq(k-1)+bg ... 3.0rdn.

Geometrische Zahlenfolgen
Form: a, aq, ag?, aq?, ..., a-qn'l, g... Quotient
ag=ag - gkl ak+1/ak=q
an =dan-1-an+1]
Summenformel fur g<>1
sn=a- (@"-1)/(q-1)=(ang-2a1)/(q-1)
q=(sn-ap)/(sn-an)
0<g<1 fallende, g=1 konstante, g>1 wachsende
g<0 alternierende Folge

Grenzwertséatze
Alle Grenziibergénge erfolgen n ® ¥

lim (an + b ) = limap + lim by,

lim (a, - bp) =lim ap - lim by,

lim (an / bp) = lim ap /lim by,
fallslim by <>0

Grenzwerte (alle n® ¥)

lim1/n=0 lim NGh = 1

limalin! =0 lim (1+1/n)N=e

lim nK/an = o, fur a>1, kT N

lim kN = O fur k<1, = 1 fur k=1,
divergent fir |k|>1

lim 1/(1+aM) = 1 fur |a|<1, = 1/2 fur a=1,
O fur |a]>1, divergentfura=-1

Grenzwert einer Funktion

Eine Funktion f(x) hat an der Stelle xg einen
Grenzwert g1 R U fiir jede gegen xq konver-
gierende Folge (xy) die Folge der Funktions-
werte (f(Xp)) gegen g strebt.

linksseitiger Grenzw. ... Konvergenz von links
rechtsseitiger Grenzw. ... Konvergenz von rechts

Grenzwertsétze fur Funktionen
Alle Grenziibergange erfolgen x ® xg
lim[c - u)]=c- limu)
lim[u®) £v(x)]=lim u(x) £ lim v(x)
lim[u®) - v(X)] =lim u(x) - lim v(x)
lim [u®) /v(x)] = lim u(x) / lim v(x),
fallslim v(x) <>0
lim "Qi(x)] = "G lim u(x) ]
im [uE)M = limu(x) "
lim cU() =climu(X) : ¢ reell
lim logcu(x) = logc lim u(x)
Spezielle Grenzwerte
Grenziibergang x® 0
lim sin x/ x=1
lim tan x/ x =1
lim arctan 1/x = p/2 (rechtsseitiger Grenzwert)
lim arctan 1/x = - p/2 (linksseitiger Grenzwert)
lim (aX -1)/x = In a (a>0)
Maskelynsche Regel lim sin x /(x 3cos X)) = 1
Grenziibergang x® 1
lim In x/(x-1) =1

Grenziubergang x® a
lim (X" - aN)/(x - a) = na-1

Grenziibergang x® ¥
lim X1 /ah =0 ; fur a>1
lim X1 /en =0
lim (1+1/x)X=¢e
limsinx/x=0



Differentiationsregeln fur f(x)=...

Konstante f(x)=c f(x)=0

Faktor f(x)=c-v(x) f'(x)=c-Vv'(X)
Summe f)=v(¥)xu(x)  f'(Q)=v'(¥)zu'(x)
Produkt f()=v(X)- u(x)

)=V (X)- u(X)+v(x)- u'(x)
3erProdukt  f(X)=u(x)- v(x)-w(x)
F)=U'(9-v(x)- w(x)+u(X)-v'(x)- w(x)+
+U(X)- v(X)-W'(X)
Quotient fX)=v(x)/u(x)
FOY=IV'(X)- u()-v(¥)- u' () (u(x))
Kettenregel f)=u[v(x)] f()=u'Tv(¥)] - VI(X)

Ableitungsfunktionen

f(x) f(X)

xn n-xn-1

1/xn -n/xn+l

& 12 - &)

Nt N / (nx)

nqu) m/n - nqu-n)

xX XX (Inx + 1)

sin x COS X

COS X - sin x

tan x 1l/cos?x = 1 + tan? x
cot x -1/sin2x = -1 - cot? x
eX eX

aX aX-Ina

f(x) f(x)

In x 1/x

logax 1/(x-Ina)

arcsin x 1/Q1-x)

arccos x -1/Q1-x)

arctan x 1/ (1+x) fur |x<1
arccot x -1/ (1+x@) fur |x|<1
sinh x cosh x

cosh x sinh x

tanh x 1/cosh? x =1 - tanh? x
coth x -1/sinh2 x = 1 - coth? x
arsinh x 1/G1+x?)

arcosh x 1/Gxe-1]

artanh x 1/(1-x@) fur |x|<1
arcoth x 1/(1-x@) fur |x]>1

In(f(x)) F(X)/(X)

Differentiation der Umkehrfunktion
Ist x=g(y) Umkehrfunktion von y=f(x)

Pfx)-gy)=1

Logarithmische Differentiation
y=u(XV®) P Iny=v(X) InuX)P
P yly=v(X) In u(x) + v(x) u'(x)/u(x) p
Py = uV®) [V(X) In u®) + v(x) u'(x) / u(x) ]

Differentiation impliziter Funktionen f(x,y)=0
dy/dx=y =- (T /) /(TE/Ty)=-fx/fy
y" =- (fxxfyz -2 fxyfxfy +fyyfx2) /fy3

Integrationsregeln

f(x) F(x)
Konstante a a-x+c
Faktor a-f(x) a-F(x) +c
Summe v)£u(x)  Ov(x) dx = Ou(x) dx
f(ax+b) Of(X) dx = 1/a Of(t) dt
mit t = ax+b

Substitution  f[g(x)]-g'(X) Of(u) du, mit u=g(x)
FOOIE)  In|f(X) | +c
fx) - F(0) (32
Partielle Integration
Ou'(X) v (¥) dx = u(x) v(X) - 0u(x) V'(x) dx
Stammfunktion von Funktionen

f(x) F(x) +c
1 X
xNn 1/(n+1) x0*+1 nt-g
(ax+b)n 1/[a(n+1)] (ax+b)n*t1 nt -1
1/x In x|
1/(ax+b) In(ax+b)/a
1/(x-In a) lIna - Inx=loggx
sin X - COS X
sin2 x 1/2 (x - sin x cos X)
COS X sin X
COS? X 1/2 (x + sinx cos X)
1/cos? x tan x
1/sin2x -cot X
tan x -In| cos x|
cot X In | sin x|
aX aX/n a
eX eX
& 2/3 G
1/ 2 &
1/G + a?] In|x+ @x +a2) |
sinh x cosh x
cosh x sinh x
tanh x In cosh x
coth x In | sinh x|
1/cosh? x tanh x
1/sinh2 x - coth x
1/(az + x?) 1/a arctan x/a
1/(az - x3) 1/a artanh x/a =
=1/(2a) In [(a+x) / (@-X)], |x|<a
1/ - a?) -1/a arcoth x/a =
= 1/(2a) In [(x-a) / (x+a)], |x|>a
1/Qaz - x?) arcsin x/a
1/Gaz + x2) arsinh x/a = In [x + Qa2 + x?) |

1/Qpe - a2) arcosh x/a = In [x + Q2 - a?) |



Haufig vorkommende Substitutionen

t=axt+b dx =1/adt

t=xa dx=a dt

t=a/x dx = -a/tz dt
t=aX dx=dt/(tIna)
t=«& dx = 2t dt

t=eX dx = 1/t dt

t=Inx dx = el dt

t = a+bx dx=dx=1/b dt

t = a2+x dx = dt/[2 it - a2)]
t = Qat+bx) dx=2tdt/b

t = atbx? dx = dt/[2 (bt - ab)]

t = Qaz+x?) dx =t dvQt? - a?)
t=qaz-x2) dx=-tdv/qa2 - 2
t = -a2) dx=tdvqe + a?)

Integration durch Substitution
of(x) dx = Of[f (t)] - f (t) dt mit x = f(x) und
dx=f(t) dt
R(X) sei rationale Funktion
1. 0R(x, Qa2 - x2)) dx
Substitution x = a sin t dx =acostdt
P 0R(asint, acos t) a cos t dt
sint=x/a und cos t = Qa2 - x?)/a
2. 0R(x, a2 - x2)) dx
Substitution x = atanh t dx = a dt/cosh2t
P OR(atanh t, a/cosh t) a dt/cosh2t
sinh t = x/@a2-x2) und cosh t = a/daz-x?)
3. R(x, Gaz + x?)) dx
Substitution x = atan t dx = a dt/cos? t
P OR(atant, a/cos? t) a/cos? t dt
sin t = ¥{a2+x?) und cos t = a/da2+x?)
4. 0R(x, Ga? + x?)) dx
Substitution x = a sinh t dx=acoshtdt
P OR(asinh t, a cosh t) a cosh t dt
sinh t = x/a und cosh t = Gaz+x2)/a

5. 0R(x, Q2 - a?)) dx

Substitution x = a/cos t dx=asin tdt/cos?t
P 0 R(a/cos t, atan t) a sin t/cos? t dt
sin t = @x2-a?)/x und cos t = a/x

6. OR(x, G2 - a2)) dx

Substitution x = a cosh t dx=asinh tdt
P OR(acosht, asinht) asinhtdt
sinh t = gx2-a?)/a und cosh t = x/a

7.0R(sin X, cos X, tan x, cot X) dx

Substitution tan x/2 =t dx = 2/(1+t2) dt

P OR(2U(1+2), (1-2)/(1+82), 2U(1-1), (1-2)/(21)

2 dt/(1+1?)
8. OR(sinh x, cosh x, tanh x, coth x) dx
Substitution tanh x/2 = t dx = 2/(1-t?) dt

P OR(2U(1-12), (1+1)/(1-12), 2u(1+12), (1+2)/(21))

2 di/(1-19)

9. X(eX) dx

Substitution eX =t dx = dt/t
P Of(t) dt
10. of(x, Kax+b)) dx
Substitution ax+b =t dx = ktk-1/a
P of(t) dt

Integration durch Partialbruchzerlegung

Partialbruchzerlegung von f(x)/g(x)

1. g(x) = 0 hat nur einfache reelle Wurzeln x;
f(X)/g(X) = Al(x-x1) + B/(x-x2) + C/(x-x3) + ...
mit A = f(x1)/9'(x1), B = f(x2)/9'(x9), ...

2. ... reelle aber mehrfache auftretende Wurzeln
x1 amal, xo b mal, x3 gmal ...

f(/g(X) = A/(x-x)2 + Aol(x-x)& L + .. +
+ Ag/(x-x1) + Bll(x-xz)b + ...+ Ba/(x-x0) + ...

3. ... neben reellen auch einfache konjugiert
komplex auftretende Wurzeln
X1 und xo sind zueinander konjugiert komplex
P f(/g(x) = (Px+ Q) / [(xxq) (x+x12) ] =
= (Px+Q) /(> + px+q)

P O(Px+Q)/(x2+px+q) dx = P/2 - In X +px +q|

4. ... neben reellen auch mehrfache komplexe
Wurzeln, z.B. bei einer dreifachen reellen
und zweifach auftretenden konjugiert
komplexen Wurzeln
f()/9(X) = A1/(x-Xq)3 + Aol(X-X1)? + Aol(x-Xq) +
+ (P1x+Qq) /(@ +px+Qq)2+
+ (Pox+ Q9) / (2 + px+Q)

Standardfélle

Bezeichnung X=a+bx und Y=f+gx

1/(XY) = 1/(fb-ag) (b/X - g/Y)

Bezeichnung X=a+x, Y=b+x und Z=c+x

1/(XYZ) = AIX + BIY + C/Z mit
A =1/[(b-a)(c-a)], B = 1/(a-b)(c-b)] und
C =1/[(a-c)(b-C)]

Bezeichnung X=a+bx2 und Y=f+gx2

1/(XY) = 1/(fb-ag) (b/X - g/Y)

Arkusfunktionen

Zusammenhang zu trigonometrischen
Funktionen

sin (arccos x) = cos (arcsin x) = (1 - x?)
tan (arccot x) = cot (arctan x) = 1/x
arctan (cot x) = arccot (tan x) = p/2 - x
cos (arctan x) = 1/&(1 + x?)

sin (arctan x) = x/O(1 + x?)



