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1. Vektorrechnung

1.1 Allgemeines

Betrag: la|=,[a’ +a +a’ = Jam = Ja’

g’ =am=a
Richtungswinkel: cosa = a—j cosf = at cosy = %
& £ 4

a, =|a|leosa  a, =|a|[eosf a, =|a|[eosy
cos’ a+cos’ f+cos’ y=1

Addition, Subtraktion:

Ala,
S-Multiplikation: Ald=| A4,
Ala,
1.2 Skalar produkt
a,) (b,
Berechnung: ab=|a, |b, |=a, b +a, b, +a,b,
a, ) \b,
afb = |a|(b| cos¢

Orthogonalitat: ab=0 O aOb

Schnittwinkel:  cos¢ = ?[ﬂi
el
Projektion: b, = Tﬂ? E b= ‘5‘ [Cos¢ = 7;?) Vorzeichen — Richtung!
a
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1.3 Kreuzprodukt

Berechnung:

Besonderheiten:

Kollinearitat:

X y z

|axb| =] 0b|Eing axbOa O axbOb

axa=0 X E I _Rﬁ
a6 =-(bxa) REARRN
Atfaxb)=(Am)xb =ax(AD) K1 = |0

Anwendungen: Perataagam = |3 %D| :%E‘ia%) x(a-b)
A —%[lﬁxﬁ‘
1.4 Spatprodukt
Berechnung; [abc]=|a|ibxc|Gosp $=04abxc
besser Berechnung iiber Determinante (siehe Kreuzprodukt)!
Besonderheiten:  [a b ¢]=albxc)=[b ¢ a]=bfcxa)=[c ab]=c{axb)

Komplanaritat:

(zyklische Vertauschung)

[a b C] = —[5 a é] (Vertauschung von benachbarten Vektoren
[é b C] = —[a o 5] andert das Vorzeichen des Vektorprodukts!)

[366]:0 -~ &,b,c liegenin einer Ebenel

Anwendungen: Vg = ‘[a b C]‘

VTetraeder _%[I:[a 6 c:”

2 Vektoren 3 Vektoren

senkrecht alb =0 a =|a|lb| Cos¢
parallel axb=0 axb| = a|(b|sin ¢
in einer Ebene abc|= _ch:za[ﬁﬁxc‘:)
linear abhangig axb=0 [a b C] = [ab c|=|a]db xc|os¢
linear unabhangig axbz0 abclz0 abcl= —[5 a é]

Mathe-Formeln

Seite 2 Vektorrechnung




1.5 Anwendungen: analytische Geometrie

1.5.1 Dar stellung von Geraden und Ebenen

Gerade: X=X,+A[E& Parameterdarstellung (PAR)

Ax+By+Cz+D, =0 (Gerade als Schnitt zwischen 2 Ebenen)
Ax+B,y+C,z+D, =0 Parameterfreie Darstellung (PARFREI)

Ebene: X=X+, @+, D Parameterdarstellung (PAR)
Ax+By+Cz+D=0 Parameterfreie Darstellung (PARFREI)

1.5.2 Umwandlung: PAR - PARFREI

Gerade: Prinzip:3 skalare Gleichungen mit 4 Unbekannten werden auf
2 Gleichungen mit 3 Unbekannten zuriickgefuhrt.
(eine Gleichung nack auflésen und in die anderen einsetzen!)
X 2 2 X=2+2A
Bsp: yl={1[|+A0 1 N y=1+A
z 0 -1 z=-A 0O A=-z

X=2-22
y=1-z

Ebene: =%+ E+u, O axb=n O nk+n y+nz+d=0
Punktprobe mii, ergibt d!

1.5.3 Umwandlung: PARFREI - PAR

Gerade: Prinzip:Parameter einflhren

X=5+A X 5 1
Bsp.1: x=z+5,y=4-2z0 z=A 0 y=4-2A 0 |y |=|4|+A0-2
z=A z 0 1

X=X, + AR,

Bsp. 2: X% Y% _2"% - ¢ Y=Y, +AR,

a'x a'y @
z=7,+ A3,
Ebene: Prinzip:2 Parameter einfihren

Ax+By+Cz+D=0 O xz—B—Ey—Ez _b _B _C
A A" A X A A A
Y=y O ly(=| 0 |+ 1 |+x,0 0
zZ= U, z 0 0 1
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1.5.4 Schnitte

Gerade - Gerade: geg: g: X, =X, + A&, , h X =X, +uld,
Annahme: g, hliegenineiner Ebene — x =% 0 X +A[& =X, +ul&,
- 3 Gleichungen fur 2 Unbekanntg, f/)

0 LGS mulXomplett I6sbar sein, sonst sind Geraden windschief!!!
(Anmerkung: PARFREI in PAR umwandeln)

Gerade - Ebene: 1. Weg: Gerade und Ebene in PAR:
9=E U X +A@=%+1B+1, @
— 3 Gleichungen fur 3 Unbekanntg, f/,, 14,)
0 LGS nach\ auflésen und in g einsetzéh Schnittpunkt

2. Weg: Gerade in PAR, Ebene in PARFREI: (Seite 63 Bsp. 38)
g in 3 skalare Gleichungen zerlegen und in E einsetzen
- nachA auflésen und in g einsetz&h Schnittpunkt
(gilt fir beide Wege: falls LGS nicht |6sbar kein Schnittpunkt!- g parallel E!)

Ebene - Ebene: 1. Wed,,E, in PARFREI: (Seite 65)
stellt bereits die Schnittgarade dar falls Darstellung in PAR
verlangt: Parameter einfuhren (A} Man erhalt ein
LGS (x=f,,y=f,,z=A) U Gerade in PAR

2.Weg:E;: Rg, =X+ B+, , B Xy =%, +A, @+,
gleichsetzenE, = E, (Seite 66 Bsp. 40)
- 3 Gleichungen fur 4 Unbekannte
O Losung des LGS in Abhangigkeit einer Unbekannten (&,B.
setzt man nudl, und A, = p in E, ein, erhalt man g in PAR

1.5.5 Abstande
_| AR, +BIPR, +CI[F, +D|

I

Punkt - Ebene mit LotfulRpunkt: 1.) g ermitteln aus Normalenvektor von E und Punkt P
2.) Q durch Schnitt g, E (siehe oben 2. Weg)

3)d=|Q-F

Punkt - Ebene: HNF; d

Punkt - Gerade: 1. [0g durch P (Richtungsvektor = Normalenvektor + Punktprobe P)
2.) Q durch Schnitt g, E (siehe oben 2. Weg)
3)d=|Q-P|

1.5.6 Winkel

Gerade - Gerade: Winkel zwischen den Richtungsvektaresy :ﬂ
3/ 8|
Gerade - Ebene: Gegenwinkel (zu 90°) zwischen Richtungsvektor der Geraden

und Normalenvektor der Ebersm ¢ =

A
&l

Ebene - Ebene:  Winkel zwischen den Normalenvektoren der Ebeosgh = n, M,

I O
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2. Lineare Algebra

2.1 Matrizen
a, e Ay e &,
SChre' bwasen A: (a1k) = a'i1 a'ik a'in = A(mn) = (aik)(m,n)
8y . Ay e Ay |
Rechenregeln: A+B= (a,k ihk) i=1..n Zeilenindex
o k=1..m  Spaltenindex
pLA= pla,) = (p&,)
A Biog = Cima (dabei ist cji das Skalarprodukt
Wichtig: AB#B[A deri. Zeilevon A mit der k. Spalte von B.)
Transponieren: A(Tm'n) = Anm (x-te Zeile wird zur x-ten Spalte!)
Invertieren: AX=b O x=A"D mit A® :LEE %2 _aﬂ}
detA |-a, a;
Esgilt: AA'=A"[A=E und (A)7'=A
2.2 Determinanten
Definition: D=detA= S a, @, -a, @&, (nur fiir 2x2 Matrizen)
1 2
b a, a, b
+ =
Cramer-Regel: ay X ta,X, =b ~ AX=b O )(1:&: b, a, ’ 2_&: a, b
3% ta,X, =h, D |ay ap D |ay &,
Ay 8y A 8y

Rechenregeln: det A=det A’
- D =0, wenn 1 Zeile oder Spalte nur 0 enthalt
- D =0, wenn 2 Zeilen oder Spalten proportional oder gleich sind
- Vertauscht man 2 bel. Spalten oder Zeilen, so &ndert sich das Vorzeichen
- gem. Faktoren einer Zeile oder Spalte kbnnen ausgeklammert werden

2.3 Lineare Gleichungssysteme

X X XX X X X|X| 0Lo6sungen fur: r=q =0 und#0
GAUSS-Algorithmus:| x X x|x| O |0 x Xx|X| o0 Lésungenfur:r=q=p=0
X X X[X O r q[p| 1Lésungfir:r=0undg0
Losbarkeit von n,n-Systemagn:  inhomogéix=b,b#0 homogen:Ax=0
det AZ0 1 Losung nur triviale Losung
det A=0 0 Lésungeroder 00 Losunger 00 Ldsungen

Die Determinante einéx-Matrix ergibt sich aus dem Produkt der Hauptdiagonalelemente!
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3. Komplexe Arithmetik

3.1 Allgemeines

Darstellungsformen:  z=x+jLy Z=(x+jy)*=x-jy
z=r[{cosg+ j&ing) z* =r [{cosg — j [&$in @)
z=r[e’ z=r@’

Umrechnung: X =r [¢os¢ y=rlding

r=lg=x +y? p=ard(z) = arg(2) = a“’ta”(%)

1 wenn Re(2)<0: O ¢:arctan(l)+180° I
X

1=¢l° 1+j=2@* =218’

_1:eij180° — ei'le 1_] :\/E@—MS" :ﬁ@‘jz

LT .3

jze® =2 1+ )= 2R =2
i - e
e ool | jeiam e

J
3.2 Rechengesetze

Addition; Subtraktion: z +z, = (X, + ) £+ 0,) = (X X))+ Uy, £Y,)

Multiplikation: 2z, =(r,@%)dr, %) =(, @,) &***
iy )
Division: a_Lie {i) @i(002)
22 r2 @J 2 r2

oder durch konjugiert komplexe Erweiterung:

Z _ X+, _ (X1+J'E/1)[GX2—J'EY2) _(X1+JE/1)[GX2—J'E’2)

Z %+, (e+i,)lx-i0,) X+
Potenzieren: 2" =(r@"?)" =r" @
j(¢+kf360°)
Wurzelziehen: Vz=tre' " 'k=0,1,2,..,(n1)
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3.3 Anwendungen

3.3.1 Uberlagerung von Schwingungen (bei gleichem!)

Esgilt: Altos(wt + ¢, ) + BBos(wt + ¢, ) = Ctos(wt + ¢..)
U
A@MA + B@MB = C@Wc
Vorgehenswei se: 1.) Umwandlung der Zeitfunktionen in komplexe Exponentialform
2.) Addition - grafisch
- algebraisch durch:
- Umrechnung in Komponentenform
- Addition

- Ruckfuhrung in Exponentialform
3.) Ruckfuhrung der komplexen Form in die Zeitfunktion
3.3.2 Algebraische Gleichungen
Algebraische Gleichungen n-ten Grades haben immer n Losungen. Dabei gilt:

- sind alle Koeffizientemeell,
dann sind die Losungen entwedeel | oderkonjugiert komplex!

- gibt es komplexe Koeffizienten,
lant sich keine allgemeine Aussage uber die Lésungen machen!
3.3.3 Nicht-Algebraische Gleichungen
LOsung : - Ansatz: Z=X+]|y
- Trennung nach Real- und Imaginarteil

- L6ésung des LGS

Achtung: - Es kann sein, dal3 Real- oder Imaginarteil verschwirdemn;y = 0!
- Wenn x ; y nicht reell werder keine Losung der Ausgangsgleichung!

3.3.4 Gebiete in der Gaul}’schen Zahlenebene

Sol che Gebiete werden durch Nicht-Algebrai sche Ungleichungen beschrieben.

Losung: - prinzipielle Behandlung wie bei Nicht-Algebraischen Gleichungen
- dann:Testpunkt einsetzen, zur Bestimmung des Gebietes

BesonderheitKreis: z-z| =T
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4. Differentialrechnung

4.1 Erste Ableitung elementarer Funktionen

Funktion f (x) Ableitung f'(x)
Potenzfunktion X" nx"™*
v(x)
Wurzelfunktion v(x) > W
n n n-m
Xm m X
Gebrochene Funkti ! B v
rochene Funktion —
v(x) [v(x)]
Trigonometrische Funktionen ~ sin(x) cos(x)
cos(x) —sin(x)
1
tan(x) cos’(x)
1
cot(x) _Sinz(x)
_ 1
Arkusfunktionen arcsin(x) .
( :
arccos(x -
1-x?
1
arctan(x) v
1
arccot (x) 17
Expotential funktionen e* e*
x In(a) &
1
L ogarithmusfunktionen In(x) <
1
Hyperbel funktionen sinh(x) cosh(x)
cosh(x) sinh(x)
1
tanh(x) cosh? (X)
3 1
coth(x) sinh? (x)
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4.2 Differentiationsregeln

Faktorregel y=C(x) y =CI (x)
summenregel | Y= F,0)+ f,(x)+...+ f(x) | y = £,(x)+ f,(x)+...+ f.(x)
Produktregel | Y= u(x)¥(x) y = u(x) (x) +u(x) ()

| e () )~ o) )
Quotientenregel y—m y = [v(x)]2
K ettenregel y =F(u(x)) %:%% oder f'(x)=F'(u)m(x)

Kettenregel: "AuRere Ableitung mal innere Ableitung”

4.3 Implizite Differentiation

Eine Funktion irimpliziter Form F(x, y) = 0 wird gliedweise nach der Variablemlifferen-
ziert, wobely als eine vorx abhangige Funktion zu betrachten ist. Desshalb muf3 beim Diffe-

renzieren vory die Kettenregel angewendet werden! Anschliel3end wird nach y' aufgelost.
Beigpiel:

F(xy)=x*+y*-16=0 0O di(X2+y2—16):2x+2yD,\"=0 o y=-2
X y

4.4 | ogarithmisches Differenzieren

Manche Funktionen lassen sich nicht nach den bisher bekannten Regeln differenzieren. Solche
Funktionen mussen dann vorher auf geeignete weise behandelt werden.

Beispid: y=x* (x>0)

1.) Logarithmierenin(y) = In(x*) = xn(x)

2.) Differenzieren: linke Seite: %(In(y)) = d(l;(/y)) % :%@'
rechte Seite: %(x[ﬂn(x)) =In(x)+ XG}Z =In(x)+1
0 () =y =yin(+1) = ¢ tfin(x)+1)

dx
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4.5 Anwendung: Kurvendiskussion
4.5.1 Monotonie und Krimmung

Die 1. Ableitung y' = f (x) gibt die Seigung der Kurventangente an und bestimmt somit das
Monotonie-Verhalten der Funktion:

y = f'(%,) >0: monoton wachsend y = f'(x,) <0: monoton fallend

Die 2. Ableitung y* = f "(x) bestimmt das Kriimmungsverhalten der Funktion:

y" = f'(x,)>0: Linkskrimmung y' = f'(x,) <0: Rechtskrimmung

45.2 Relative Extremwerte

Hinreichende Bedingungen fiur lokale Extremwerte:
1) f'(xc)=0 und f'(xc)<0 O Hochpunkt
2) f'(x)=0 und f'(xc)>0 O Tiefpunkt

4.5.3 Wendepunkte und Sattelpunkte

Hinreichende Bedingung filWendepunkte:
f'(%)=0 und f"(x)#0 (VZW (f") Richtung egal!)

Ein Sattelpunkt ist ein Wendepunkt mit waagerechter Tangente. Hinreichende Bedingung:
f(x)=0, f'(x)=0 und  f7(x,)#0

4.5.4 Ver schiebung, Spiegelung und Streckung von Kurven

Ersetzt mary = f (x) durch so wird die Kurve

a)y=f(x-x,) um Xy in x-Richtung verschoben

b) y=f(x)+y, um Yy in y-Richtung verschoben

c)y=-f(x) an der x-Achse gespiegelt

d)y=f(-x) an der y-Achse gespiegelt

e)x=f(y) an der 1. Winkelhalbierenden gespiegelt

f) y=alf(x) mit dem Faktor a in y-Richtung gestreckt

g)y=f(bX) mit dem Faktor 1/b in x-Richtung gestreckt

h) y=|f(x) Teile unterhalb der x-Achse werden an ihr
gespiegelt
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5. Integralrechnung

5.1 Unbestimmtes I ntegral und Stammfunktion

Eine differenzierbare Funktion F(x) mit F'(x) = f (x) heiRtStammfunktion oder
unbestimmtes Integral von f (x). Man schreibt:

F(x)=f(x) o If(x)dx:F(x)+C

wobeiC die Integrationskonstante darstellt und beliebige reelle Zahlenwerte annehmen kann.
Die Integration ist somit die Umkehrung der Differentiation, es gilt daher:

—f x)dx = f(x

5.2 Bestimmtes Integral - Flachenberechnung

Ist F(x) Stammfunktion der stetigen positiven Funktion f (x), so berechnet sich die Flache

zwischen der Kurve, der x-Achse und den Gerade und x = b alsbestimmites Integral
von f(x) in der Form:

A= f(x)dx=[F(x ] F(b)-F(a)

m'—.cr

Die Ableitung eines bestimmten Integrals ist immer gleich Nuﬂrf x)dx =0

Bei derFlachenberechnunggibt es zwei Vereinfachungen:

fur gerade Funktlonen_[ x)dx = ZEI dx fur ungerade Funktlonenf x)dx =0

—a

Die Flache zwischen zwei Kurven berechnet sich Uber die Intagraldifferenz:

A= _[[ fo(x) = f,(x)]dx

a

wobei f (x) und f (x) die obere bzw. untere Grenzfunktion darstellen.

ACHTUNG: Bei derFlachenberechnunmuf3 prinzipell deBetrag des bestimmten Integrals
gebildet werden, auRerdem mufd man aufgrund eventueller Vorzeichenwechsel der Funktion
genau auf di€estlegung der Integrationsgrenzen achten!
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5.3 Elementare Integrationsregeln fur bestimmte Integrale

Faktorregel f k¥ (x)dx =k E'f
Summenregel I[ f (x)+g(x)]dx = f X) dx + f g(x
b
If(x)dx:F(b)—F(a)
Vertauschung der " 4 8
Integrationsgrenzen | a b f f(x)dx= ‘I f(x)dx
ff(x)dsz(a)—F(b) ¢ °
b
Aufspaltung eines i _ b i
bestimmten Integrals {f(x)dx {f(x)dx+£f(x)dx
Beliebige f(x)dx= [ f(t)dt = [ f(u)du=
Integrationsvariable I (x)dx f (t) -[ (u)du
g\é);re;uggzer;]azc: der %D f (t)dt} = f(x) (siehe Flacheninhaltsfunktion)
5.4 Integrationsverfahren
5.4.1 Grundintegrale
1 1 arcsin(x)
x"dx=——[X""+C nz-1) | | ———dx=
n+1 ( ) -[«/1- NG {—arccos(x)
arctan
J.dezln|x|+C jiz = ()+C,
X 1+X —arccot(x)+C
jexdx:eX+C _[sinh(x)dxzcosh(x)+C
1
“dx=—=@*+C —
Ja X In(a) Jcosh(x)dx sinh(x) +
1
jgn(x)dx:—cos(x)+c jmdx:tanh(xhc
1
Jcos(x)dxzén(x)+c dex:—coth(xﬁc
1 _ 1 — v _ 2
_[F(X)dx—tan(xhc j\/xz_ﬂdx—arsnh(x)+c—ln(x+\/x +1)+C
1 1
dex:_COt(x)J’C '[\/Xz__ldx:arcosh(x)+c=ln‘x+\/x2—1‘+C

1

1+Xx

artanh(x)+C:—[I]n(—)+C ¥ <1
2 1-x N
-[l—xz dx = 1 1 far
ar coth(x )+C——[I]n( )+C x| >1
2 x-1
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5.4.2 Integration durch Substitution

Die Methode der Integration durch Substitution entsteht durch Umkehrung der Kettenregel der
Differentialrechnung und hat zum Ziel ein Integral in einfachere Grund- oder Stammintegrale
zu zerlegen. Dabei geht man nach folgenden funf Schritten vor:

Beispidl: f(x) =/1+3x O I =I 1+3xdx

1.) Bestimmung einer Hilfsfunktion: u(x)=1+3x

2.) Transformation des Differentials: % =3 O dx = % [du
X

3.) Durchflihrung der Substitution: J,/1+ 3xdx = J\/U G}%du = % EJ. Judu
4.) Ermittlung der Stammfunktion in %E'].x/ﬁdu :é%m% +C

5.) Riicksubstitution: | = g f1+3x)* +C

Wichtig dabei ist der Schritt 2, die Umrechnung des alten Differemnidls das neue
Differential du; dies erhalt man durch Ableitung der Substitutionsgleichufxg

Wichtige I ntegralsubstitutionen:

Integraltyp Substitution neues Integral
[ f(ax+b)dx uzax+b;  du=aldx i[ff(u)du

[ fla(x)] @ (x)dx u=g(x);  du=g(x)ax | [f(u)du

[ () (x)ax u=f(x);  du=f'(x)dx judu:%m2+c
j%dx u=f(x);  du=f'(x)dx jd—l;J:In|u|+C

5.4.3 Partielle Integration (Produktintegration)

Die Rechenvorschrift fiir die Partielle Integration oder Produktintegration entsteht durch
Integration der Produktregel der Differentialrechnung:

fu(x) V' (x)dx = u(x) ¥(x) —IU’(X) V(x) dx

Die Integration gelingt, wenn sich der Integrand in Faktof@undv' (x) mit folgenden
Eigenschaften zerlegen laRt: Z(x) kann einfach eine Stammfunktion ermittelt werden und
das Integral auf der rechten Seite laf3t sich I6sen!

Beispid:

Ixm:os(x)dx:xEtin(x)—Jsin(x)dx {U=X; w=1
= x&@in(x)+cos(x)+C v =cos(x); v=sin(x)
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5.4.4 Integration gebrochenrationaler Funktionen - Partialbruchzerlegung

Jede unecht gebrochenrationale Funktion laf3t sich eindeutig darstellen als Summe einer ganz-
rationalen Funktion und einer echt gebrochenrationalen Funktion. Ganzrationale Funktionen
lassen sich leicht integrieren, echt gebrochenrationale Funktionen missen erst in Summen von
Partialbrichen gemal folgender Tabelle zerlegt werden:

Nennerfaktor zugehdriger Ansatz
_ A
X=X, (einfach) X—%g
(x=%,)" (doppelt) Ay 2
X=X (x=%)’

, _ Bx+C
X“+bx+c (einfach) X +bx+c

, ) B, x+C, N B, x+C,
(x*+bx+c)  (doppelt) X +bx+c  (x2+px+c)

Vorgehensweise:

1.) Die gegebene Funktion maéht gebrochenrational sein, wenn nielktPolynomdivision!!

2.) Abspaltung von Linearfaktoren durch ausklammern oder probieren (Nennernullstellen!).
3.) Zerlegungsansatz nach Tabelle.

4.) Mit Hauptnenner durchmultiplizieren.

5.) Bestimmung der Koeffizienten durch Grenzwertmethode (einsetzen der Nennernullstellen)
oder einsetzen einfacher Werte (z.BtD, ...) und Losung des entstehenden LGS.

Beispiel:
x1 -1 _ A LA
FHx)= = =—_+ BN
(X) X? +5x+6 (X+2)(X+3) x+2 x+3 |
x-1= A(x+3)+ A(x+2)
=-2 -3= [l =-3
Grenzwertmethode: X A A
X=-3 -4=-A, O A=4
Ergebnis: f(x)= x-1 _ 3, 4

X2 +5x+6 X+2 X+3
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Die resultierenden Partialbriiche lassen sich jetzt folgendermal3en integrieren:

f dx = Aln|x—x,|+C J.dexz—AE—lL+C
X=% (x=x%) X=X
allgemein: f—dx: —-AL 1 E 1 —
%) m-1 (x-x,)
Bel Integralen der Form _[Ber—c_iCdx muf3 man den Bruch weiter zerlegen, und zwar so
x* +bx

dal3 im ersten Teil der Summe im Zahler die Ableitung des Nenners steht und der zweite Teil
der Summe im Z&ahler eine Konstante enthalt.

Beispiel: I:J%dx:?
3x-1 _3_ 2x+2 4

X2 +2x+5 2 x2+2x+5_(x+1)2+4

Integration durch Substitution (1.Summand: x* +2x +5; 2. Summandu = XT+1):

Ergebnis: I:gtﬂn(x2+2x+5) Zﬁrctan(le)+c

5.5 Uneigentliche Integrale

Istb eine Unendlichkeitsstelle vd(x), so definiert man:

u-b-
a

b u
Jf(x dx_nm{jf(x)dx} (beib uneigentliches Integral)

Existiert ein endlicher Grenzwert, so heil3t das Intdgnaergent; ist der Grenzwert
uneigentlich, so heil3t das Integdalergent.

Ista eine Unendlichkeitsstelle vd(x), so erhalt man das an der unteren Grenze
uneigentliche Integral durch eine entsprechende Definition.

Beispid:

1 u
:f X _ g _[ dXZ:arcsin(x)‘::arcsin(u) O | = lim{arcsin(u)} = g
0 0

V1-x? u-1-

Ist der Integrationsbereiecmbeschranktso definiert man:
o b b b
If dx—!)lﬂrg{}f(x)dx}; _f dx—allr_r!o{ff }

Sind die Grenzwerte endlich, so hei3en die uneigentlichen Int&gratgent, andernfalls
heiRen sialivergent.
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5.6 Einige andere haufig bendtigte Integrale

n (ax+b)™ dx 1
J(ax+b) dx=——"— furnz-1 J ==[njax+h|
(n+1)& ax+b a
xdx _x b xadx b 1
=———1[ +b = +—1 +b
-[ax+b a a’ nfax-+b) .[(aXer)z a’llax+b) a2 nfax+b
J dx _lmnax+b J~ dx _ 1 _ 1. lax+b
xax+b) b X xfax+b)’ blax+b) b’ X
J.,/ax+bdx:_al (ax+b)° J‘Xu/—aXerdX:% (ax+b)’
a
dx 2 2ax-2b)
=—[Jax+b
[ axem -[xEl/za)T s VXD
3 xbx _
JXB/32+X2 dx (aZ+X2) J‘W— a” +X
2
Jsin(ax)dx— cos (ax) Jsmz(x)dx—f sin( ax)_ﬁ sin(ax)¢os (ax)
a 2 4a 2 2a
_sinfa-b)x _sin(a+b)x .., ,
Jsm ax)Bin(bx)dx = 20a—D) 20a+D) fura®?#b
i (S
ngn(ax)dxzsm(?x)_xm:os(ax) Jxﬁtos(ax)dxz cos(zax)+x n(ax)
a a a a
_sin(a-b)Ix sin(a+b)x o
Jcos(ax)ﬁtos(bx) dx= 20a-D) + 20a+b) fuira®?#b
Jcos(ax)dx:sn(ax) Jcosz x+sm(2ax) §+sm(ax)m:os(ax)
a 4a 2 2a
.[sin(ax)m:os(ax)dX:Sinz(ax) Jgn“(ax)m:os(ax)dx=w firn# -1
2a (n+) &
1
Jtan(ax)dx == [nicos (ax)| Jtanz(a x) dx = tangax) —x
1 ) cot(ax)
Jcot(ax)dx-—g[l]n‘sn(ax)‘ Jcot (ax)dx =- X
J “dx == @ax J *@in(bx) dx—a 2[@aE'l;in(bx)—bE:os(bx)]
[ xre™ ax = (ax 1)@“ e E:os(bx)dx Eﬁaﬂtos bx)+bE‘s|n(bx)]
o /
Jln(x)dx:x[ﬂln(x)—l] J[In X dx:x[ﬂln x] —2x0n(x)+2x
Jxm []]n(x)dx: X" [E“’](X)— ! :l firm# -1 X):|2
m+1 m+1
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6. Differentialgleichungen

6.1 Allgemeine DGL 1. Ordnung

6.1.1 Integration durch Trennung der Variablen - Separierbare DGL

f
Anwendung bei DGL’s der Form: y :ﬂ y :M y = f(x)@(y)
g(y) f(x)
Lésung durch Einfiihrung von: % dadurch ergibt sich: g(y)dy = f (x)dx
X

y’ =
durch Integration ergibt sich: Ig(y)dyzf f(x)dx O G(y)=F(x)+C

H&aufig ergeben sich Terme der Form: _[d—;/ = _[dx O In|y| =X+ In‘C*‘

hier ist es sinnvoll eine Integrationskonstantelnm*‘ zu wahlen, dadurch ergibt sich:
y

In2H=x O |y=[Cer O y=Cr

6.1.2 Integration durch Substitution

Typl: DGL’s der Form: y = f(ax+by+c)
Substitution: u=ax+by+c (u=u(x), y=y(x)) *)
differenzieren nach x: u =a+bly
mit y=f(u) ergibtsich u=a+bf(u)

0 separierbare DGL: [ %:a+bEf(u) 0 ax=—M
dx a+bf (u)

Integration ergibti(x).
Riicksubstitution: u(x) in Substitutionsgleichung (*) einsetzen
und nachy(x) auflésen.

Typll: DGL's der Form: y = f(z) Ahnlichkeitsdgl.
X
Substitution: u=?Y (u=u(x), y=y(x)) *)
X
damit: y=xi differenzierenergibt: y =u+xr
mit y=f(u)  egbtsich: f(u)=u+x0r O xr = f(u)-u
: du du dx
O arierbare DGL : —X=f(u)- O —=|—
P dx (u)-u If(u)—u Jx

Riicksubstitution ergiby(x).
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6.2 Lineare DGL 1. Ordnung
DGL’s der Form:  y'(x)+g(x)y(x) =r(x)

1. Schritt: Lésung der homogenen DGL
. d d
Y(+9()3(x) =0 separierbar T =-g(x)y(9) 0 [T =-[glx)ax

Inly| = -G(x) + In‘C*‘ O y,(x)=c @™ =c ,(x)

2. Schritt: Losung der inhomogenen DGL durch Variation der Konstanten
Ansaiz.  y(x)=C(x)Bh(x) (%)

y (%) = C (%) 3 (x) + C(x) G4(x)
einsetzen in inhomogene DGL :

C ()3 (x)+C(x)fy;(x)+g(x)3(x)]=r(x)  [..]=0!! (seheDGL)

0 c’(x):r(x) 0 C(x):J%dx+K

einsetzen in Ansatz (*): O y(x):('[%dx+ KJEyl(x)

Allgemein: y(x) = y,(x)+ y,(x)

R R T A R s o A RO

Eine andere Moglichkeit bietet auch ein geeigneter "Stdransatz" zur Bestimmuylgw))n
(siehe Lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten)

6.3 Lineare DGL 1. Ordnung mit konstanten K oeffizienten
DGL’s der Form:  y'(x)+aly(x)=r(x)

1. Schritt: Lésung der homogenen DGL
y(x)+ad(x)=0 O  y(x)=CE™

2. Schritt: Losung der inhomogenen DGL

Maglichkeit 1:  Variation der Konstanten (s.0.)
Moglichkeit 2:  "Stéransatz"
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6.4 DGL 2. Ord. die auf 1. Ord. zurtickgeftihrt werden kbnnen

durch Substitution in zwei besonderen Fallen:

TypA:  y =f(x,y) (.. yfehlt)

Substitution: u=y’

Beispiel: y" +(y')2 =0
Sub: u=y O y”:U':Ol—u O W=
dx dx

: ) du _ 1_

separierbage DGL: - —2—de O —=x+C,
u u
Ricksub: y=_[umx:fx+clzln|x+C1|+Cz
TypB:  y =f(y) (... x und y fehlen!)

Multiplikation mit y~ ("integrierender Faktor")
0y =fyygr 0 [yqox=]f(y)y o
: _ady R
mit Y= 0 [y-@y=]f(y)y
wegen: S (yf=2ryy 0O [ymy =2y
dx 2

o lyF=[iey

Beispiel: y” =—y—12; y(0)=2; y(0)=1 Multiplikation mit y’:
y dy 1 2 1

O y=-L 0O "y =-| =2 O “fly) ==+C

v [y wy Iyz Sty ,+G
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6.5 Lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten K oeffizienten
DGL's der Form: a y™ +a_,y"+..+a y +a,y=r(x)

1. Schritt: Lésung der homogenen DGL mit charakteristischer Gleichung
Ansatz.  ausder n-ten Ableitung von y wird die n-te Potenz von A
a8,y +a,, y" P+ +ay +a,y=0
O a, A"+a A"+ . +a A+a,=0

O jedes Polynom n-ten Grades hat genau n Nullstellen A, die entweder reell
oder paarweise konjugiert komplex sind. Zu jedem A, gehort eine

Fundamentallosungy;, = e’«* (Euler-Ansatz)
Beispiel DGL 2. Ordnung: a,y" +a,y +a,y=0
O charakteristische Gleichung, ¥ +a,A+a, =0

Losung dieser Quadratischen Gleichung unterscheidet 3 Falle:

Fall1: A, #A,0R O allgemeine Losung: y, = C, [&"* +C, [&""
Fall22 A,=1,=A0R O  allgemeine L6ésung: y, =(C, +C, [x) "™

Fall3:  A,=atjb0C O allgemeine Lésung: y, = e** [{C, [Gosbx + C, [$inbx)

Wennga=0 (keinyinDGL}>  A,=0, A,=? vy, =C+C,[@""

2. Schritt: Loésung der inhomogenen DGL mit "Stéransatz"

Man ermittelt eine allgemeine Form fiy;, ylie der Form der Stérfunktion r(x) angepalt ist,

und fuhrt einen sinnvollen Koeffizientenvergleich durch. Dabei sind zwei Félle zu unter-
scheiden: Normalfall und Resonanzfall. Besteht die Storfunktion aus zwei oder mehreren
additiven Anteilen §(x) und K(x), so ermittelt man zwei unterschiedliche partikulére
Losungen y; und y,, und addiert sie. AnschlieBend muf3 man den Ansatz n mal ableiten und
in die DGL einsetzen. Nach Vereinfachung fihrt man den Koeffizientenvergleich durch.

Storfunktion r(x) Ansatzy ohne Resonanz
a A

X ] A+ A X+ +A X"

a, ta X+...+a, X

a@k& Al}kﬁt

al¢os mx

alsinmx A [Gos mx + A, [$inmx

a, [€os mx +a, [Sinmx

al@*” [Bos mx

al@* Enmx A & [tos mx + A, [ [@inmx
a, [&” [tos mx +a, [&*” [@inmx
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Achtung: Resonanzfall!

Im Resonanzfall muf3 ein modifizierter Ansatz durchgefiihrt werden. Resonanz liegt vor, wenn
die (oder ein Teil der) Stdrfunktion einer Fundamentallésung der DGL entspricht oder wenn
eine der folgenden Situationen vorliegt:

Storfunktion r(x) Ansatz y mit Resonanz

a, XA,

a, +a, x+...+a, X"

a)A =0 einfacher Eigenwert x[GAb + A X+ A x”)

b) A =0 s-facher Eigenwert XA + A x+..+A x")

a, [&” [tos mx +a, [&*” [Einmx

a)A = k+jm einfache Eigenwerte | x[{A [@* [Gos mx + A, [@* [@nnmx)
b) A = k+ jm s-fache Eigenwerte XS [(]Ai [& [Bos mx + A, [ Eﬁnmx)

Beispiel: y" —6y —16y = 3+2x
1. Schritt:  char. Gl. #*-61-16=0 O A, =-2,1,=8
0 y,=Ce*+C,[&”
2. Schritt:  r(x)=3+2x O  keine Resonanz
O Y, =A+AX Yo = A y; =0
inDGL:  -6A —16A, —16AX = 3+2X

Koeffizientenvergleich:

x": -16A =2 A——l Az__9
x> —-6A -16A, =3 8’ 64
9 1
U =—-—-=X
Yo 64 8
3. Schritt:  y=y, +y =C &> +C - 1y
. o YEWMTY, 2 614 8
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Komplexer Ansatz fur die partikulare Lésung

Stoérfunktionen der Form: r(x) = € [{a, [Bos mx +a, [Enmx) = a@“* [cos(mx + d)

zugehériger Ansatz: y,(x) = € A [Bos mx + A, [Binmx) = A& [os(nmx + ¢)
komplexe Darstellung:  r(x) = Re{r(x)} mit  r(x)=a? ™
y,(x)=Rely,(x)] mit g (x)= AR @™

Ableiten vonyp(x) und einsetzen in die zugehorige komplexe DGL fluhrt zu einer komplexen
Bestimmungsgleichung fur A ung

Beispiel: y"+4y +3y=8e*[tos2x (Eigenwerte -1,-3; keine Resonanz!)
r(x) =8e™* [Gos 2x = 8e™* [@!®) = g2 ™
Ansatz: §,(x)= A &> = pel? (8?1
Ableiten: ¥,(x) = Ae'? (€ ({2 -1)
¥o(x) = Ae¥ @@ [(2) -1)° = Ae'? € [(-3-4])
inDGL: §" +4y +3y=8e™ &> =8 ™"
0 Ae? P f-3-4) +42j -1)+3) =8e@ ™ |:4

.3
0  Ae?d-4+4j)=8 O Ae’@/2@'* =8

j 8 iy 3
0 Ae“t:—@ 4 U A:\/E, =——
42 9 4
BEL (23]
] yp = \/E@ 4 @(21‘1)X — \/E@-X @ 4
O Yo = Re(yp) =2 E:OS(ZX—%IT)
6.6 Euler’'sche DGL
DGL’'s der Form: a x"y"+ . .+a,x*y +a, xy +a,y=r(x) y=f(x)
Substitution: x=g" y :lt; Yo = Y;V
€ e

Einsetzen in DGL ergibt eine DGL mit konstanten Koeffizienten fur y(t)!
y(t)=...

Rucksubstitution: ubett =In(x) ergibt Losung: y = f(x)!
(ersetze alle@durch »)
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6.7 Anfangs- Rand- und Eigenwertprobleme

Anfangswertproblem
Merkmal: mehrere Bedingungen an der gleichen Stelle Xq:
Bsp. DGL 2. Ordnung: = 2 Anfangsbedingungen y(x,)=v,;  Y(%)=V,

Randwer tproblem
Merkmal: mehrere Bedingungen an unterschiedlichen Stellen a, b:
Bsp.: y' +y=0 allg. Lésung: y(x) = C,cosx +C, sinx

a) y(0)=0 O 0=C,c0s0+C,sin0 [ C, =0

y(g):l 0 1=Clcosg+CzsingD C,=1

O Yp =SIiNX
b)  y(0)=0 O 0=C,cos0+C,sin0 O C, =0
y(m=1 O 1=C,cosmm+C,sinmr O C,=-1
= Widerspruch! = keine Losung fur dieses RWP!
c) y(0)=0 O 0=C,c0s0+C,sin0 [ C, =0
y(m=0 0 0=C,cosmr+C,sin [ C, =0
= kein Widerspruch! Gist frei wahlbar!
= allg. Losung fur dieses RWP:y, =C, [$inx

Eigenwertproblem

Bsp. schwingende Saitey" +«?y=0  allg. Lésung: y = C, cos(wx) + C, sin(wx)
y(0)=0 O 0=C,0+C,[D O C, =0
y()=0 O 0=C, cos(wl)+C,sin(wl)
mitC;=0 O  0=C,Gin(wl)

nichttrivial I16sbar fallssin(wl) =0

0 wl=nOr O w:@ 0 C,=beliebig
O Yo =C,Ein(wx) O y, =C, Eﬁn(g&)

Gesamtschwingungsbild: y(x) = > G, Bﬁn(g&)
n=1
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6.8 Anwendung: Schwingungs- DGL

6.8.1 Freie Schwingungen
DGL’s der Form: aX+bx+cx=0
: y ~_ b _|c. _ _ _ 0
Mit den Abkurzungend=—; w, = .= W, =& -, D=—
2a a w,
ergibt sich: X+20x+afx=0  mitdenLésungen: A, =-0+,/& -}
Fall 1: 0=0 o D=0 ungedampfte Schwingung
A, =] 0, 0 x(t) = C cos(w,t)+C,sin(w,t)
Fall 2: 0<d< w, o 0<D«<1 schwache Dampfung
Ay, = -0+ j [, O x(t) = e [iIC, cos(w, t) + C, sin(w, t)]
Fall 3: 0= w, e D=1 Grenzfall
A,=-0 0 x(t)=(C +C,t)&™
Fall 4: 0> w, o D>1 starke Dampfung
A, =-0xF - O x(t)=C e +C,e!
6.8.2 Erzwungene Schwingungen
DGL’'s der Form: X +20JX+ afx = af%. [Bos(w. 1)
mit Lésung: x,(t) = &, [eos(w, t - @)
Allgemeiner Fall: 0>0 = D>0
Fall 1: We < W, O 0<¢ <g unterkritisch
Fall 2: we > W, O g< < uberkritisch
Fall 3: W = W, O ) :g
0 %= % ?‘E : tang = ;5“’;}
ez -a2) +a& ot b~k
X
Mit den Akarzungenu:ﬁ; Dzi; Vv=2"
a)O a)O XE
: ; 1 2Du V ... Amplitudengang
ergibt sich: V= X tang =
9 9 1-u? ¢ ... Phasengang

\/(1—u2)2 +4D? W2
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6.9 DGL - Systeme

6.9.1 Normalform einer DGL n-ter Ordnung

Jede DGL n-ter Ordnung laf3t sich in ein System von DGLs 1. Ordnung umwandeln.
Man fuhrt dazu Zustandsgrof3en ein, und erhélt ein System der Zustandsgleichungen:

Geg: y(“)(x):f(x,y,y',...,y(“‘l))
y = \
y = Yi = Y,
= y - % - Ys Normalform
y'oo= oy =y,
yo o=y, = (X Y10 Yo Vi)
Bsp. X -3x+2x=t 0 X ==-2X+3X+t
X =
=X 7 [0 1 0][x] [0
X=X =% .
o =X |[=| 0 0 1(x,|+|0
X=X =X ,
x| |2 3 of|x]| [t

X = X, = -2, +3X, +1

In kompakter Matrixschreibweise:x = AX+r(t)

6.9.2 Systeme linearer DGL 1.0rdnung mit konstanten K oeffizienten

DGL's der Form:  x= AX+r(t) haben die Losung: x(t) = x,(t) +x,(t)

1. Schritt: Losung des homogenen Systems

1) x=AX

2) x=cl@"; x=Ack"

3) Ac=Al - (A-AE)@=0 nichttrivial I6sbar fir
4) det(A-AE)=0 = charakt. Gleichung= n Eigenwerte
5) ApL...A = einsetzen in (3= )

6.) x"=cVe = Fundamentallésungsvektoren

7) XU =K x"+K, xP+. 4K, x”

Dieses Schema funktioniert féinfache reelle Eigenwerte!
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Bsp: X, =2x +X,

X, = 3% +4X,
. 2 1
0  x=AX mit A={3‘J 0 (A-AE)&=0
2-4 1|
O det(A-AE)=0l O =¥ -61+5=0
3 4-)

O A, =5 A, =1 (Eigenwerte)

, -3 1][¢ w_|1
mit A, =5 0O =0 Wahl: ¢1=1 = =3 [O c’=

3 -1 |c 3
, 1 1] [¢ @ _| 1
mitA, =1 0O =0 Wah:ci=1 = c,=-110 c” =

13 3]|¢c -1

O x(t)= Klme5t + KZ[_lJ e

Neben reellen, kann A auch einfache Paare konjugiert Komplexer Eigenwerte besitzen:

= Zu Ajp=axjb erhalt man komplexe Fundamentalldsungsvektoren: x = ce®*""

x? =Re(x); x® =Im(%) sind dann die reellen Fundamentallésungsvektoren.

B e
X, ==X +X%, X, -1 1]]x, - T

1-4 4
-1 1-A

Beispiel:

det(A-/\E):‘ ‘:/\2—2/\+5:o O A,=1£2]

i} :}:Q - 9:[%£
|

Einsetzen vom, =1+2j in LGS: [ 4 -

Komplexer Lésungsvektor: % = ce®*2)t :[ [&' [lcos 2t + j [&in 2t)

R [—ZSin 2t +2jcos Zt} o [—ZSin Zt} rid [Zcos Zt}
- —-Ccos2t—jsin 2t —Cos 2t —-sin 2t
Ldsung als Linearkombination:

x,(t) = €'(-2K, sin 2t + 2K, cos 2t)

t) =K xP +K, x? o N
X(t)= K x 2% x,(t) = ' (-K,cos 2t - K, sin 2t)

Stabilitat von DGL-Systemen:
Ein DGL-System x = ALX heif3t:

a) stabil, wenn alle Losungsfunktionen beschrankt sind,

b) asymtotisch stabil, wenn gilt:  Re(A,)<0 firallei=1,2,...,n

C) grenzstabil, wenn es Eigenwerte auf der imaginaren Achse gibt.
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2. Schritt: LOsung des inhomogenen Systems

Zur Lésung der inhomogenen D&E A +r(t) wird ein geeigneteBtéransatgeman der
Form der Storfunktion r(t) gemacht:

pi(t)
Fall 1.) Storfunktion von der Formft)=| : |e

p.(t)

a) o =0, und1 =0 kein Eigenwert! (keine Resonanz)
ay(t)
O X, = alle ¢y vom Grad = m!

p 0, (1)

b) a=0, undA =0 kein Eigenwert! (keine Resonanz)
ay(t)
i X, =| : |e
a,(t)

at

p(|) vom Grack m

at

alle ¢y vom Grad = m!

Fall 2.) Stérfunktion von der Form(t) = a® cos(gt)+a® sin(t)
Voraussetzung: A=%p] kein Eigenwert! (keine Resonanz)
0 x,=d"cos(Bt)+d?sin(Bt)

121 3t |
Bsp: x= X - e
3 4 3t+5

e H . — 1_ 5t 1 t
1. homogene Lésung siehe oben: x,(t) = K, 5|€ K| e

2. inhomogene Losung: Ansatz mit
{aﬁait}e_t a9 _[ai—ao—ait o
by +b, t b b, -bt

einsetzen in DGL unqi e’

. a-a,-at|_[2 1] [a,+at] [ 3t
' b-b-bt] [3 4][b+bt]| [3t+5

| 3a,-a +h,+(3a,+b)t |_[ 3t

3a,-b, +50,+(3a, +5b)t | |3t+5

Koeffizientenvergleich ergibta, =0; a, =1, b,=1 b =0 O X :[t}e“

(Kettenregel!)

=p

=p

i z . — — 1 5t 1 t t -t
Allgemeine Losung: X=X, +Xx, =K, 3 e’ +K, 4 e+ 1 e
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7. Potenz- und Fourier-Reihen

7.1 Allgemeine Konvergenzkriterien

7.1.1 Leibniz-Kriterium fir alternierende Reihen

Fur alternierende Reihen gilt:bilden die Koeffizientgreime monoton fallende Nullfolge,
so ist die Reihe konvergent.

7.1.2 Quotienten- und Wur zelkriterium
g<1l = Konvergenz

A 4y = m@ qg>1 = Divergenz

=i : :
Go =M a, g=1 = keine Aussage moglich !

7.2 Potenzrelhen

7.2.1 Allgemeine Form der Potenzreihe

00

Z a, (x=x%,)" =a, +a,(x—x,) +a,(x=x%)* +... (X ist Entwicklungspunkt !)
=0

7.2.2 Konver genzradien von Potenzreihen

bzw. r=Ilim !
=L ylad

7.2.3 Taylor-Reihe

Die Funktion f(x) sei in der Umgebung der Steljgoeliebig oft differenzierbar, dann gilt:

f(x):zwmx—mk = 1 (xg)+ () ) + 0 py ) v

k! 2!
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7.2.4 Rechenregeln fur Potenzreihen

Potenzreihen dirfeimnerhalb ihres Konver genzbereiches beliebig oft gliedweise
differenziert und integriert werden. Der Konvergenzbereich &ndert sich dadurch nicht.

Potenzreihen migleichem Entwicklungspunkt diirfen in ihrenmgemeinsamen Konver genz-
bereich addiert, subtrahiert und multipliziert werden. Der neue Konvergenzbereich ist
der kleinste von den urspringlichen min(rq,ro) ) !

DenQuotienten zweier Potenzreihef(x) = % bildet man nach folgendem Schema:
V(X

Umformung: f (x) ¥(x) = u(x), mit allgemeinem f(x) das Produk{x) (x) ausrechnen

und anschlie3ender Koeffizientenvergleich mit u(x).

Dabei grenzen diNullstellen des Nenners den Konvergenzbereich ein!

Bei einfachen Funktionen erhélt man die Potenzreihe oft durch geesgibstgution und
anschlieBendes Einsetzen in bekannte Potenzreihen.
Vorsicht bei Substitutionen mit Winkelfunktionen!!!

Berechnung nicht-elementarer Integrale haufig durch Substitution ersetzte Potenzreihe
gliedweise integrieren und Integrationsgrenzen einsetzen, z.B.:

Ie“zdt mit der Reihe fiir’eund der Substitution z =%ergibt sich:
0

2 t* t° : : :
e’ =1-t? +§—§+... durch Integration und Einsetzen der Integrationsgrenzen:

X 3 5 7

2 X2 X X
fe‘ dt=x—-—+
0

- +
3 216 3T

: . u(x
Berechnung von Grenzwerten unbestimmter Ausdriickez.B.: Img%
x=0 V(X
entscheidend sind nach der Potenzreihenentwicklung fir u(x) und v{kpeffezienten der
niedrigsten Potenzen!

7.2.5 Fehlerabschéatzung, Genauigkeit der Reihenentwicklung bis zum n-ten Glied

Fur alternierende Reihen gilt nach Leibniz: Fehlﬁ{« "Fehlergrenze”

(der Unterschied zwischen Reihengrenzwert und Teilsummengrenzwert ist kleiner als das
erste vernachlassigte Glied!)

Durch Lésung der Ungleichung |an| < "Fehlergrenze" erhalt man die

Anzahl der Glieder, die notwendig sind, um die Reihensumme mit einer bestimmten
Genauigkeit zu berechnen.
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7.2.6 Spezielle Potenzreihen

1+1X2_Z( 1)k X =1-x2+x* =X+ - r=1
=0
k
X - - (_1) rx(k+D X X X_3_X_4+_ 5
2+x ;)2“*1) 2 4 8 16 r=
2 xR X
e?2= X =1-—+—- - —
ézk[kl 2 8 2°I3 r=o
o K =k 3
-x)2 _ -2x _ (_1) 2 kK —aq_ 4 2_2 3,
(%) =¢ —;TD( =1 2x+zx R F=oco
anX=§ (- X X X X
2 & 2@ (2k+1)! 2 8@ 2°[H r=co
25 125
Ja¥5x=2+> X =X+ ==X -
64 512 r=1
2[BNX[60S X = 2X = 43 + 5 — 4. F=oco
3 15
sinx 5, 54 1015 101
=X+ + X+ X X+ —=Xx+... r=1
1-x 6 6 120 120
COS X x xt X
=1-X+————+—-—+... r =oo
e 3 6 30
X T
© pexea ity e Byey r=—
COS X 3 2 10 9 2
In(x) 1,4 3, B Lo, -
1-x 2 3 4 15 12
In i—x—2x+§x3+§x+ r=1
- X
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7.3 Fourier-Reihen
7.3.1 Fourier-Reihen fur Zt-periodische Funktionen

Jede in - < x < 1t definierte, stiickweise stetige Funktion f(x) 1&f3t sich darstellen als
konvergente trigonometrische Reihe der Form:

[

f(x):%+Zl(akcos(kx)+q(sin(kx))
mit; a =— | f(x)Gos(kx)dx k=0,1,23,...

b, :%Tj f(x)@n(kx)dx  k=123,..

speziell: a, = lf f (x)dx ( Das Absolutglie(%’ ist der Mittelwert / Gleichanteil /
T

Offstet der periodischen Funktion f(x). )

Die Fourier-Reihdonvergiert fur jedes x gegen:
a) f(x) an jeder Stetigkeitsstelle

b) %[ f(%.)+ f(x)] anjeder Sprungstellgx

Da die Integranden2periodisch sind, kann auch jedes andere Intervall der Langks 2
Integrationsintervall verwendet werden.

7.3.2 Spezialfalle 2-periodischer Funktionen

a) f(x) ist eine gerade Funktion ( f(x) = f(-x) ):
a, :%Jf(x)m:os(kx)dx k=012,3,... b,=0 k=12,3,...

0

O f(x):%+§1akcos(kx)

b) f(x) ist eine ungerade Funktion ( f(x) = -f(-x) ):
a, =0 k=0,1,23,... _Ejf )Gin(kx)dx  k=1,23,...
T

0

O f(x):Zbksin(kx)
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7.3.3 Fourier-Reihen fur T-periodische Funktionen

Allgemein lafit sich eine T-periodische FunktionenTm'iz—”, bzwa):z—n darstellen

durch:
f(x):%+ Z(ancos(na)x)+bnsin(na)x))

n=1
2 %

mit: an:?_[f(x)ﬁtos(nwx)dx n=12,3,...

%
2 %
b, :—Jf( )Bin(nwx)dx n=1,2,3

T‘T/z
2 %

und: a, :?jf(x)dx

7.3.4 Spezialfalle T-periodischer Funktionen

a) f(x) ist eine gerade Funktion ( f(x) = f(-x) ):
4 %

w

a :?J‘f(x)m:os(na)x)dx n=0,1,2,3,... b =0 n=12,3,...
0
O f(x)=%+nqucos(nwx)
b) f(x) ist eine ungerade Funktion ( f(x) =-f(-x) ):
a =0n=0123,.. b, _—j x)Bn(nwx)dx n=12,3,...

[

O f(x):ansin(na)x)

n=1
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7.3.5 Komplexe Form der Fourier-Reihen
Uber die Eulersche Formel lassen sich sin- und cos-Funktion darstellen als:

cos(nx) = %(ej“X +e7 ™)

sin(nx) = —=(e™ -e1™)

_l
2

Damit laf3t sich eine beliebige reelle Fourier-Reihe miPeerode 2r entwickeln zu:

f(x) :%+ 2(an cos(nx)+b, sin(nx))

— jnx —-jnx
—CO+ZCnE3 +Zc_n@
n=1 n=1

f(x)= Y, &

n=—o

Dabei gilt:
_a. _1 S, .1 .
T 5 G=5 - bn’ C,=G =75 + bn
&= 5@ ~ib,) AGRILY
weiter gilt:
C,+C,=¢,+C, =2 Re(c,) = 3, o &= 2Rdq)
Cn_C—n:Cn_Cr:zzjlm(cn):_an bn:_ZIm(Cn)

Komplexe Fourier-Reihe mit Periode 2t

f(x)= icn [@l™

n=-—o0

c :iff(x)@‘“‘xdx

-

Komplexe Fourier-Reihe mit Periode T

d i 2m
f(t)= [e'"" ==
()an1 =

177 -
G, == [f(t)E " dt
T
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7.3.6 Zusammenhang zwischen komplexer und reeller Dar stellung

Esqilt:
_8 ¢ : -9 nax
f(x)—?+nZ:l(ancos(na)x)+bnS|n(na)x))— > nZAﬂ:os nwx+¢,) ZC Y
mit: A, = al+b =2|c| und ¢, = —arctan%:arc(cn)
Welter gilt:

—-jnx jnx — AF jnx jnx — jnx
c @™+c @™ =c @"™+c @"™=2Re{c @™}

- 2Re{%(an ~ jb,) icos (nX) + j sin(nx))}

=a, cos(nx)+b sin(nx)

7.3.7 Fourier-Transformation

Im Gegensatz zur Fourier-Reithe, die eine periodische Funktion als Summe von
harmonischen Schwingungen mit einem diskreten Frequenzspektrum darstellt, stellt das
Fourier-Integral die Entwicklung einer nichtperiodischen Funktion in ein kontinuierliches
Spektrum mit stetig variierender Frequenz dar.

Dabei nennt man den Ubergang von der einen zur andererFBarier -Transfor mation.

Formeln:

Flw) = _[ f(t)&“ ot ("Fourier-Integral)

_ 17 o
f(t) _ZTLF w) @ “ dw

dabei ist f(t) dieZeitfunktion und F() ist die Spektraldichte oder 'Fourier-Transformierte”.

In der Technik wird haufig statt der Kreisfrequemnz die Frequenzf = Zﬁ eingesetzt.
T

Dadurch ergibt sich eine andere Darstellungsform:

= [dt) e ot

= [S(f)@> df
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8. L aplacetransfor mation

8.1 Einfuhrungsbemerkungen und Definition

Im Gegensatz zur Fouriertransformation, die eine zweiseitige Transformation darstellt und
bei der die Zeitfunktionen im Bereich - < t < « definiert sein kdnnen, stellt disaplace-
transformation eineeinseitige Transformation dar, bei der nur Zeitfunktionen fti= 0
zugelassen sind. Damit auch anwachsende Funktionen transformiert weden kénnen, wird
zusatzlich eirkonvergenzerzeugender Faktor e ™ eingeflhrt. Die Laplacetransformation wird
dann durch eine Fouriertransformation dieser erweiterten FunKiirdéfiniert:
) . 0 fur t<O0

mit: f7(t)= I

{f(t)@  fir t=0

egibtsich:  s5{f (b= [ ()2 ™dt= | f (1) ot

t=—o0 t=0

Durch Einfuhrung der komplexen (Kreis-)Frequgnz a+ j 2 1f = a+ j w ergibt sich:

{7 (t)} = ]0 f(t)™dt = F(p)=e{f(t)} (Laplace-Integral)

Hiermit ist dieL aplacetransfor mation definiert. Dabei ist zu beachten, dalf3:
peC istund Re{p} = >0 (statt "p" wird oft auch "s" verwendet!)
0 furt<O
f(t) furt =0
oderas. f(t)=f(t)w(t)

(Der Teil o(t) wird oft weggelassen, man muR ihn sich aber immer dazudenken! Wenn
ein Verschiebeanteil vorhanden ist mu@ (t - T) auf jeden Fall geschrieben werden!)

die Funktion {t) definiert ist als:f (t) :{

0 fur t<O

Dabel ist o (t) die Einheit funkti d definiert als: t)=
ei ist o (t) die Einheitssprungfunktion und definiert als: o (t) {1 G £ 20

Die Einheitssprungfunktion wird zur Darstellung von abschnittsweise definierten Funktionen
verwendet, z.B.: A
f(t)=o(t)-o(t-T)

t
T; -

Der Einheitsimpuls oder Dirac-1mpulsd(t) ist die Ableitung der Einheitssprungfunktion.

a(t)=o(t)
Verschiedene Vor gehensweisen zur Laplace-Transformation und -Ricktransformation:
f(t) o— F(p) F(p) *—= f(t)
1.) Korrespondenzentabellen 1.) Korrespondenzentabellen
2.) Satze zur Laplacetransformation 2.) Satze: vor allem Faltung und PBZ
3.) Laplace-Integral 3.) Integral (fur uns nicht I6sbar)
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8.2 Satze zur Laplacetransformation

f(t) F(p)
(1) | Linearitat + Additionssaty & [, (t) +a, (1,(t) a, [F,(p)+a,[F,(p)
T . . 1 p

(2) | Ahnlichkeitssatz f(at)y a>0 2 EF(E)
(3) | Verschiebungssatz f(t-a)w(t-a); a>0 e " [F(p)
(4) | Dampfungssatz e I (t) F(p+a)
(5) | 1. Differentiationssatz f(t) pF(p)- f(0+)
(6) | 2. Differentiationssatz (=t)"F (1) F®(p)

t 1
(7) | Integrationssatz _[ f(r)dr ° [F(p)

0
(8) | Faltungssatz f(t)* f,(t) F.(p)F,(p)
(9) | 1. Endwertsatz lim f (t) = limp F(p)
(10)| 2. Endwertsatz lim f (t) = lim pF(p)

8.2.1 Korrespondenzen zum 1. Differentiationssatz

f(t) o= F(p)

f(t) o= pF(p-f(0+)

f'(t) o— p’IF(p)-p(0+)-f(0+)

f'(t) o= p’F(p)-p?F(0+)-pF (0+)-f'(0+)

fOt) o= p'F(p)-p" O (0+)-p"? [F (0+)-...—f"*(0+)

8.2.2 Rucktransformation mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

Eine komplizierte gebrochenrationale Funktion im Frequenzbereich laf3t sich nicht so ohne
weiteres in den Zeitbereich zurlcktransformieren. Um eine Ricktransformation durchfiihren
zu konnen, ist es erforderlich die Funktion in Teilfunktionen zu zerlegen (PBZ). Diese werden
dann einzeln Gber Tabellen und Satze zuricktransformiert und am Schluf3 alle addiert.
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8.2.3 Faltung und Faltungssatz

Definition: Unter der Faltung zweier Funktionen f;(t) und fo(t) versteht man die Operation:

00

L(O)* ()= ()0, (t-1)dr

T=—0

Das Ergebnis der Faltung ist eine Funktion in Abh&ngigkeit von t.

Bestimmung des Termi (t - 1) ausf,(7) in zwei Schritten:

1.) Spiegelung von f,(7)
an der y-Achse
— es entstehf,(-1)

2.) Verschiebung von f,(-1)
um t int-Richtung ergibtf,(t - 7)
dabei gilt:
t > 0: Verschiebung nach rechts!
t < 0: Verschiebung nach links!

...........

Bei stiickweise definierten Funktionen
sind Fallunterscheidungen bezuglich de °
Integrationsgrenzen zu machen!

Weiter gilt: dieFaltung ist kommutativ ~ f,(t)* f,(t) = f,(t)* f,(t)

Aufgrund dieser Kommutativitat ist es ratsam, zu tiberlegen welche der beiden Funktionen
man verschiebt. Meistens lassen sich e-Funktionen mit Verschiebeanteil relativ leicht
integrieren, hingegen ist es oft sehr schwierig, trigonometrische Funktionen mit
Phasenverschiebung zu integrieren.

fa(r)
Beispiel: f,(t)=e"w(t), f,(t)=c(t)-o(t-T)
© fi(r)
f,(t)* f,(t) = J[a(r)— o(r-T)e" " w(t-r)dr T
oo fa(7)
0 = 0 fur t<O0 Alt-1)
= Jt1®_t EFd = 1- ¢ firos & T T o
0 L 110 (9
1o wa =e(&-1) fureT
T T
Faltungssatz:

Die Multiplikation im p-Bereich entspricht der Faltung im t-Bereich (und umgekehrt).

[

R(p)TF(p) == fO)*f,)= [f()H,(t-1)dr

r=—0
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8.3 Wichtige Korrespondenzen

F(p) f(t) F(p) f(t)
p ae* —pe™
1 1 ot
) O 1B papp -
ol L | o) | L
p (1+ap)(1+bp) a<b
1 p Lot
il t|r(t aeb®-bpea
I [eO] |20)  {@vapiarbp) ey
4) ! L 21 a2 e” &in at
p" n! ) (p-b)" +a’
a _ p-b .
5) 07+ sin at 22) (p-b) +a° e” [¢os at
P 1 1
6) p2 + a2 COS at 23) p \/H
a - 1 gt
7) pz — 2 sinh at 24) \/m \/H
p o at ab al$inbt-b&inat
8) p? - a2 cosn a 25) (pz +a?)(p? + b2) a2 —p?
1 at p cosbt —cos at
9) —p_a € 26) (p2+a2)(p2+b2) 22 —p?
10 1 et —1 - p? al$in at—b&Ein bt
) p(p_a) a ) (p2 +a2)<p2 +b2) a2_b2
1 p’ a? [e¢os at —b? [¢os bt
D] (p-af e 129 (pra)(p7+1) 2 1’
p a’ 1,.
12) (p-a) (1+at)e |29 (7 +a) E(sn at-at[tosat)
1 1 -t ap t .
13) 1+ap g@ 30) (p2+a2) 2E'klnat
1 t ap’ 1,.
Y| Hirap) 1-e2 |31 (7 +a) E(sn at+at[@osat)
1 1t p’ at _.
= a P cosat——[8in at
15) (1+ a p)2 a2 [ﬂ @ 32) (p2 + az)z 2
p 1 -L 1 1 —at :
16)| (1+ap) g(a—t)e 33) o7 + 22 p+(a +b7) E@ [$in bt
1 et — ™ 1 _(c-b)e +(a-c)e” +(b-a)e”
| (p-a)p-b)| a-b_ |*| (p-alp-b)p-9 (a-bl(a-c(b-0
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8.4 Erganzungen

8.4.1 L aplacetransfor mation eines Rechteckimpulses

o ()= (t-T) o—

0 sonst p

{1 fur O<t<T
fr(t) = =

Verschiebt man diesen Impuls um T so erhalt man nach dem Verschiebungssatz:

f(t-T) o—s

8.4.2 Laplacetransformation periodischer Funktionen
Die Funktion §(t) sei auf 0 <t < T definiert, auerhalb dieses Intervalls&g+0.
Durch periodische Fortsetzung fur t > 0 entsteht die Funktion f(t) mit f(t+T)=f(t).
Fur die zugehorige Laplacetransformierten gilt nun:

fo(t) o= FK(p)

1

f(t) o= F(p) E’m

Beispiel: periodischer Rechteckimpuls

f(t):{A fur O<t<T fE+T) = £(1)

0 fur T <t<T
A 1-¢e"P

o—e  F =
(p) p 1_e—Tp

8.4.3 Sprungfunktionen mit Verschiebeantell

ACHTUNG: Funktionenwiez.B. f(t)=t>*&(t—1) lassen sich nicht direkt mit Hilfe

des Verschiebungssatzes transformieren (weil einmal t und einmal t-1 ds
Funktionsargument steht)!

Hier geht man z.B. folgendermal3en vor:

1.) Verschiebung der Funktion f(t) im t-Bereich, so daR die Sprungfunktior(guwird:
() =(t+1)° w(t) = (2 + 2t + 1) (t)

2,2,1

P> p* P

3.) Zurickschieben der Funktion im p-Bereich durch Anwendung des Verschiebungssatzes:

F(p)ze-w*<p>:e-ptﬁ%+%+1)
p p p

Man kann diese Funktion nattrlich auch direkt Gber das Laplace-Integral transformieren,
haufig ist aber die Anwendung von Satzen und Korrespondenzentabellen schneller!

2.) Transformation von f*(t): = F'(p)=
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8.5 Anwendung: L6sung von DGL und DGL-Systemen

8.5.1 Allgemeines Ldsungsverfahren

1) Ausgangspunkt ist eine lineare DGL mit konstanten K oeffizienten.

2.) Die DGL mittels Laplacetransformation in eine algebrai sche Gleichung umformen.
3.) Lo6sung der algebraischen Gleichung im p-Bereich (Frequenzbereich).

4.) Rucktransformation dieser Losungsfunktion in den t-Bereich ergibt die Losung der DGL.
8.5.2Lineare DGL 1. Ordnung

Ausgangs-DGL: y +ay=g(t) Anfangsbedingung: y(0)
Laplacetransformiertd:p[Y(p) - y(0)] +a¥(p) = G(p)

G(p)+y(0)

Losung im p-Bereich:Y(p) =
pta

8.5.3LineareDGL 2. Ordnung

Ausgangs-DGL: y +ay +by=g(t) Anfangsbedingungen: y(0), y'(0)
Laplacetransformiertd:p I¥(p) - py(0) - y'(0)] +afip[¥(p) - y(0)] +b¥(p) = G(p)
G(p)+y(0)p+a)+y(0)

Lésung im p-Bereich:Y(p) =

p*+ap+b

8.5.4 Zusatzliche Bemerkungen

1) Die L6sung von DGL mit der Laplacetransformation ist vor allem dann vorteilhaft, wenn
man stiickweise stetige Storfunktionen hat.

2.) Bei dieser Vorgehensweise werden die Anfangsbedingungen automatisch mit bertcksich-
tigt. Sind die Anfangswerte unbekannt, oder nicht an der Stelle t = 0 gegeben, so schreibt
man statt der Terme y(0) bzw. y'(0) die Konstantgbzv. G, und erhalt damit die allge-
meine Losung der DGL. Durch einsetzen der Anfangsbedingungen erhélt man nun die
Bestimmungsgleichungen fur die Koeffizienten und damit die spezielle Losung des AWP.

Haufig ergibt sich aber mit dem Verschiebungssatz eine einfachere Losungsmaoglichkeit!

3.) Betrachtet man die L6sung der Bildfunktion (Gleichung im p-Bereich), so findet sich in
deren Nenner das charakteristische Polynom der DGL; die Nennernullstellen sind deren
Eigenwerte!

4.) AulRerdem braucht man sich bei dieser Methode keine Gedanken tber Resonanz machen,
da auch diese automatisch mitbericksichtigt wird.
8.5.5 Losung von DGL-Systemen
Prinzip: 1) DGL’s transformieren.
2.) Losung des entstehenden LGS und damit Bestimmung der Bildfunktionen.

3.) Rucktransformation aller Bildfunktionen
oder Rucktransformation nur einer Bildfunktion und Bestimmung der anderen
Losungsfunktionen Uber die DGL.
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8.5.6 Beispid:

Bestimmung von x(t), y(t) und z(t) aus folgendem DGL-System mit Anfangsbedingungen:

X = z, x(0)=0
y = 2X , y(0)=0
7= —y+Z , Z(O):S

Transformation:

pX(p)-0= Z(p) O pX -Z =0 |[2}+
pY(p)-0 =2 X(p) O -2 X +pY =0 o]
pZ(p)-5 = -Y(p)+z(p) O Y+(p-1)Z=5
p’Y -2Z =0
Y+(p-1)Z=5 \E(}p"‘)}+

(-p*(p-1)-2)z=-5p?

5p° 5p° 5p° A Bp+C
O Z(p): 2 = 3 2 - - + 2
p'(p-1)+2 p°-p*+2 (p+1p’-2p+2) p+l p*-2p+2
PBZ: 5p* = A(p’-2p+2)+Bp(p+1)+C(p+1)
p=-1 5=5A 0 A=1
p= 0 0=201+C O C=-2
p= I 5=1+2B+2[{-2) O B=4
1 (beim hinteren Term "4"
- P—5 ausklammern und Nenner
O Z(p)= L + apmz _ 1 +4 2 quadratisch ergénzen!)
p+l p?-2p+2 p+l D(p2—2p+1)+1
1 p-1 1 (den mittleren Term auf
Z(p)= +4 3 —s— "cos-Form" bringen und
p+l p-1)°+1 2 (p-1)°+1 den "Rest" wieder dazu-
zéhlen.)

Rucktransformation:
o Zt)=e'+4@ [Gost+2[@ [Eint

aus DGL:
y=z-z=¢e"'+4[& [@ost+2[& [&int —(—e‘t +40{e [Gost —€ @int)+2[{e Gint +¢ E:ost))

y(t)=2@" +4[@ Eint -2 [dost

x:%@:%(—z@* +40{e @int +¢€ [Gost)-2[{e [ost —€ [@in t))

x(t)=—e' +3@' @int+e [tost
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9. Vektoranalysis

9.1 Differentialrechnung bei Funktionen mehrerer Variabler

9.1.1 Partidlle Differentiation

Eine Funktion mehrerer Variabler wird partiell differenziert, indem man jeweils eine Variable
als veranderliche Variable und die anderen als Konstanten betrachtet. Am Beispiel einer
Funktion mit zwei Variablen sind dann:

of of
f (X, y):gz f, und f,(x, y):o"_y: f,

die partiellen Ableitungen (Ableitungsfunktionen) der Funktienf (x,y) nach der

Variablenx bzw.y, wobei die andere Variable (higbzw.x) als Konstante betrachtet wird.
Bei der Berechnung sind didklichen Ableitungsregelru beachten!

Die partielle Ableitung einer Funktion wird in der Regel an einem bestimmten Punkt
P.(%,,Y,) benétigt und entspricht dann dem Tangens des Steigungswinkels der Kurve in der
entsprechenden Richtung. Man schreibt dann:

of Jf
fx(XO’yo):fx(Po):_o-,X(Xo:yo):W( =tan a
%0:Yo)
of of
f X ] = f P = — X , = :tan
y(%0,¥o) = f,(R) é’y( 0 Yo) o, B

wobeia den Richtungswinkel in der y,z-Ebene yhden Richtungswinkel in der x,z-Ebene
darstellt.

Den Wert der pariellen Ableitung erhalt man durch einsetzen der Koordinaten des Punktes.

9.1.2 Tangentialebene und totales Differential

Die Gleichung deT angentialebene einer Funktiorz = f(x, y) in einem Punk® (X, Y,,2,)
mit z, = f(x,,Y,) berechnet sich zu:

Z=7,+ fx(xovyo)[ﬂx_xo)"' fy(Xovyo)[Gy_ yo)

Die Tangentialebene entspricht eitigearisierten Naherunger Funktion z= f(x,y) in
einem bestimmten Punkt P,(X,, Yo, 2)-

Unter dem totalen Differential dzeiner Funktion z= f(x,y) zu den Zuw&chseix unddy
versteht man den Zuwachs langs der Tagentialebene:

dz = f, (%o, Yo)dX + f, (%o, Yo)dy totales Differential an der Stelle (X, o)
dz= f;—fdx +§dy = f, dx+f dy totales Differential an der beliebigen Stelle (x, y)
X y
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Beispiel:

Partielle Ableitungen der Funktion z= f(x,y) = 2x* + x y? im Punkt P,(3/-1)
f =4x+y? O f (P)=4B3+(-1)*=13
f,=2xy O f,(R)=20380-1)=-6

Totales Differential: dz(3/ -1) =13dx — 6dy

9.1.3 Kettenregel fur Funktionen von 2 Variablen

Hangen die Variablexnundy der Funktionz = f(x, y) von einem Parameteab, so erhalt
man eine Abhangigkeit der z-Werte von diesem Parameter:

z=12(t)= f[x(t), y(t)]

Formales Dividieren des totalen Differentidisdurchdt liefert die Kettenregel fur

Funktionen von 2 Variablen:
dz _of dx It gy

dt ~ dx dt Jy dt

9.1.4 Hohere partielle Ableitungen und Satz von Schwarz

Bilden die partiellen Ableitungen f (x,y) und fy(x, y) ebenfalls wieder Funktionen von 2

Variablen, so heil3en deren partielle Ableitungen dann partielle Ableitungen 2. bzw. (noch)
héherer Ordnung.

In derIndex-Schreibweise ergeben sich hier vier partielle Ableitungen der Form:

(fx)x = fxx; (fx)y = fxy; (fy)x = fyX; (fy)y = fyy

In derDifferentialschreibweise erhalt man hier (Reihenfolge beachten!):
ofof)_ 2. a(af)_ M . o(at)_ 0% . o(of)_ o
ox\ ox | ox*' gyl dx | adyodx’ oIx\dy| axady' ady\dy) Iy

2 2
vy = al und f,, = ot heif3ergemischte partielle Ableitungen.
Ay ox Ixay

Nach denfatz von Schwar z sind gemischte partielle Ableitungen unabhangig von ihrer
Reihenfolge, falls sie stetig sind.

Beispid: f,=f f.,=f, =f° (falls die Funktionen stetig sind!)

Xy yXx1 XXY XY X YXX
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9.2 Dar stellungsfor men von Kurven

In der Ebene Im Raum
Explizite Form: y=f(x) z=f(x,y)
Implizite Form: F(x,y)=0 F(x,y,2)=
Par ameter dar stellung: x=x(t); y=y(t) x=x(t); y=y(t); z=zt)
x(t)
. (X .
Vektoriele Darstellung: r(t)= Ft) =1 y(t)
y(t)
Z(t)
9.3 Tangentenvektor
x(t)
(1) =] 30 | = x0T+ YO T + )K= 7+ Y 17+ Er
A1)
9.4 Gradient

Bei einer Funktion z(t) = f (7 (t)) = f(x(t), y(t)) ist die Ableitung von z(t) nach t gleich der
Steigungsanderung vatt) langsr(t). Die Berechnung erfolgt tiber das totale Differential und
die Kettenregel:

dz_ot fx of dy_0Jf .9 —Ey—f X+ f, 0= (fjté)_():gradf[ﬁ‘(t)
dt~ dx dt Jy dt  Ix v ) Y

of

ox

of

ay

f
Dabei heiRtgrad f = ( ij = Gradient (Gradientenvektor) vom= f(x,y).
y

Fur Hohenlinien gilt: f(x,y)=const  und % =0=grad f [(t)
O grad f OF(t)
Daraus ergibt sich: Der Vektograd f hat stets die Richtung des starksten Anstiegs von

z= f(x,y) und ist in jedem Punk, senkrecht zur Héhenlinie
f(x,y) = const.
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9.5 Vektorfelder und Potentialfelder

9.5.1 Skalar- und Vektorfelder

Wird jedem Punkt P(x, y(,2)) OR*(R?)eine reelle Zahl zugeordnet,
so spricht man von einem Skalarfeld. Die Zahl u= f(x,y,z) heiRtPotential.

_ F(X,
E(x.y)= ( y)j
P(x,y) OR? R(xy)
Wird jedem Punk M ein Vektor Fl(X, Y,2) zugeordnet,
P(x,y,z) OR® _
F(xy,2)=| R(xy.2)
Ry(xy,2)
en
so spricht man von eine Vektorfeld.
raumliche
9.5.2 Potentialfelder
Fl(Xay(’Z))
Ein stetiges Vektorfeld F(x,y(,2)) =| F,(x,y(,2)) | heiRtPotentialfeld,
(F3(X1y(lz)))
wenn ein Potential = f (x, y(,z)) existiert, fiir das giltF(x, y(,z)) = grad u.
Daraus folgt: F, = f, :ﬂ; F,=f1 :ﬂ; F =1, -ot
X Y gy 0z

Integrabilitatsbedingungen: F ist ein Potentiafeld, fallsim:

ebenen Vektorfeld raumlichen Vektorfeld
é’F é'Fz _
xy é’y JX yX
JF, _ OF, JF, _0F;, _
X _____fx fxz_____fzx
Yooy ox Y dz  Ox

Die Potentialfunktion f(x,y(,z)) erhalt man durch Integration tiber die Feldkoordinaten:
[R(xy,2)cx+ g,(y.2)
TR y)ax+g,(y)

f(xy)= f(xy.2) =1 [R(x y.2)dy + g, (x,2)
[R(x.y)dy +g,(x)
[R(xy.2)dz+ g:(xy)
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Beispiel:

F) (2xy+2zsin(x)cos(x)
Gegeben ist ein Vektorfeld F=| F, [=| x*+2 =
Fs y +sin?(x)

ot
ox
ot
ay
ot
Jz

Handelt es sich um ein Potentialfeld? Wenn ja, wie lautet die Potentialfunktion?

1) Die Integrabilitatsbedingungen ergeben:

ﬁ:2x:d':2; ﬁzZsin(x)cos(x)zd
ay X 0z

d.h. es handelt sich um ein Potentialfeld.

F3 .
ox’ 0z

JoF, _

_9%

ay

2.) Zur Bestimmung der Potentialfunktion geht man hier am einfachsten so vor:

esgilt: F,=x +Z:Z—]c O f(xy,2) :I(x2 +2z)dy+9(x,2) =X’y +zy +g(x,2) (1)
y

!
weiter gilt: F, =2xy+ ZZSin(X)COS(X) :ﬂ;zxy_l_ é’g(x,z)
X ax
O 29x7) _ 2zsin(x)cos(x)
X
. af ' 9g(x2)
d: F.=vy+ 2 = =Vv+
un 5 = y+sin’(x) 37 y 5
[ I9(x.2) =sin?(x)
0z

jetzt wird aus (3): g(x,z) = jsi n?(x)dz = z@in?(x) + h(x)

und aus (4), (2):

a9(x,z) !

X
O h(x)=0 O h(x)=c
aus (1), (4) und (5) folgt schlieflich:

f(xy.2) =Xy +2zy +2zEin*(x)+c

= 2zsin(x) cog(x) + h'(x) = 2zsin(x) cog X)

(aus (1))
(2)
(aus (1))
3)
(4)
(5)
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9.6 Linienintegrale (Arbeits-/Kurvenintegrale)

9.6.1 Definition des Linienintegrals

Essei F(x,y,z) ein Vektorfeld, F(t) eine Raumkurve C (mit t, <t <t,) und F(t) der

Tangentenvektor an diese Kurve, dann ist dasLinienintegral des Vektorfeldes F langs der
Kurve C definiert als:

t t,
W:CI ﬁ[r(t)]dr‘:cj(pl dx+F,dy+F,dz)= J'(Fl X+F, 0+ F, Z)dt = J‘ F(t) T dt
t

4

9.6.2 Bemerkungen zum Linienintegral

o dx xdt
1) Es gilt r*:d—'; 0 dr=|dy|=|ydt|=r et
dz zdt

2.) IstC geschlossen, alsit,) =F(t,), so schreibt man dasmlaufintegral C4§ Fdr

3.) Wird C in umgekehrter Richtung durchlaufen (SchreibweiSk:
dann gilt: _CJ Fdr = —CI Fdr

4.) Weiter gilt: CI(Ifl + Ifz)dF:CJ F, dr*+CI F,dr ; le F dr+qj Edr=""

[Fdr
C — Ce -
[KFar=KO[Far
5.) Das Linienintegral hangt im allgemeinen stets vom gewahlten Weg ab!!!

9.6.3 Wegunabhangiges Linienintegral im Potentialfeld
Gegeben ist ein Vektorfeld F(x, y,z) und ein Skalarfeld f(x,y,z). Das Linienintegral

t
Cf Fdr = J-IE [Fdt  istwegunabhangigwenn:
4
1) Fdr dastotale Differential du der Funktion u= f(x,y,z) ist:
du=Fdr=Fdx+F,dy+Fdz=f dx+ f dy+f,dz

2.) F asGradient einer Potentialfunktion u= f(x,y,z) darstellbar ist:

Fl fl
F=|F, |=|f,|=gradu
F3 f3

3.) die Integrabilitatsbedingungen erfullt sind, d.h. des Vektorfeld ein Potentialfeld ist.
Folgerungen der Wegunabhangigkeit:
1) Esqilt: 45!3 dr =0, falls keine Singularitat im innern des Integrationsweges liegt!

2.) Das Linienintegral laf3t sich Uber die Potentialdifferenz zweier Punkte berechnen:

c[Far=1(p)-1(R)

R
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Beispiele:

Xy t
1) Gegeben: F(x,y,z)=|x*+yz und C: F(t)=|1-t| 1st<2
XZ t?
t1-t) [ t-t? 1
nunist:  F[F(t)]=|t* +(1-t) 3% |=| 2t° -t und F(t)=|-1
t [ t? 2t

0 Cjﬁdr:fﬁ[r(t)][n‘(t)dt: 1ft - t*) ~10f2t? - t°) + 2t °| ot = 10,65

P — N

2.) Wichtig ist fur diese Vorgehensweise, dal3 die Kurve in Parameterform oder in
vektorieller Darstellung gegeben und der Wertebereich des Parameters angegeben ist.
Ist die Kurve anders definiert, so muf ein Parameter eingefuhrt werden, z.B.:

Gegebene Kurv€: Gerade zwischen A(1/0) und B(0/1)

Xt
O F(t)= [yﬁtﬂ mit Parametet, <t <t,, nun mufX(t) undy(t) so bestimmt
- (1 _ - (0}
werden, daR zur Zeif: r(t) = A= (O) und zur Zeit,: F(t)=B= (1) wird;

. e g 1-t
dies ist erfullt fur: r“(t):[ t } 0<t<1

3.) Einmagnetisches Feld um einen geraden stromdurchflossenen Leiter auf der z-Achse

hat die Form:  H(x,y,z) :Xleyz(—y; x; 0)
cos(t)
Das Linienintegral eingsreises um den Leiter wird mit C: r(t)=|sin(t) | 0st<2m
0
—sin(t) -sin(t)

und: H[F(t)]=| cos(t) |, F(t)=| cos(t) | zu: 439dF:Z'[ﬂ[sinz(t)+cosz(t)]dt:27T
0 0 0

wennC den Leiter in z-Richtung umschlie&ifgularitat)!
Fur jede andere geschlossene Kurve, die den Leiter nicht umschlieﬁlfgdl’: =0

X
4.) Daselektrische Feld um eine Punktladung hat die ForBh= K O 1 Ay
(V X +y*+ 22) z

Die Potentialfunktion lautet: —¢(P) = ¢"(P) = -K 3 1 -
( IXZ + y2 + ZZ)

Damit ergibt sich eine Spannung als Potentialdifferettz= ¢(P,) - ¢(P)
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10. Wahrscheinlichkeitsrechnung

10.1 Kombinatorik

10.1.1 Geordnete Stichproben ohne Zuriicklegen

Die Anzahl N der mdglichen Variationen vdaausn Elementen ist:
(Variationen ohne Wiederholung)

Nz =(n),

(n—k)!
Sonderfall k = n: Anzahl der Permutationanverschiedener Elemente:
N =n!

10.1.2 Ungeordnete Stichproben ohne Zurlcklegen

Die Anzahl N der méglichen Kombinationen vérausn Elementen ist:
(Kombinationen ohne Wiederholung)

" :(E): (rll)!k ) k!Eﬂ:!— K nmn_l)[frtlz_[;é.m[ﬁmn_kﬂ) ; (E) :(nTk)

Fur die AnzahN der Permutationen vanElementen mit 1, 2, ... Gruppen vio) no, ...
gleichen Elementen gilt:

n!
n, !0h, L.

10.1.3 Geordnete Stichproben mit Zuriicklegen

Es werden k von n Elementen gezogen; Anzahl N der mdglichen Anordnungen:
(Variationen mit Wiederholung)

N = nChhi.= n

10.1.4 Ungeordnete Stichproben mit Zurticklegen

Es werden k von n Elementen gezogen; Anzahl N der mdglichen Anordnungen:
(Kombinationen mit Wiederholung)

[n+k—1)
N =
k

10.1.5 Uberlegung mit Baumdiagramm

Sehr schnell geht so eine Uberlegung, wenn man sich ein Baumdiagramm erstellt, und dann
die Zahl der Aste pro Ebene miteinander multipliziert! Dies ist natirlich nur bei einer relativ
kleinen Ereignismenge maoglich.
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10.2 Rechnen mit Wahr scheinlichketen

10.2.1 Gleichwahr scheinlichkeit

Esqilt: ||§l| und p(A) = |Q| _|Al =1-p(A) Q ... Ereignismenge

und:  p(Q)=1; p(0)=0; 0=<p(A)<1

10.2.2 Additionssatz

p(AUB) = p(A)+p(B)- p(AB)  mit:  p(AB)=p(ANB)
oder mit Gegenereignis fur drei Ereignisse

p(AUBUC)=1- p(ABC)

Wenn sich die Ereignisse gegenseitig ausschlieBen (disjunkte Ereignisse!jp(dilB) =

10.2.3 Multiplikationssatz

AB) |AB
Wahrscheinlichkeit voi, wennB schon eingetreten ist:p(A/ B) = pF()( B)) = %
Wahrscheinlichkeit voB, wennA schon eingetreten ist:p(B/ A) = p;()EAA?) = |'|A\—B|
AuRerdem gilt: p(AB) = p(A)p(B/ A)= p(B)p(A/B)
Zwei Ereignissé\, B mit p(A)# 0 und p(B) # 0 heiRerunabhangig falls:
p(AB) = p(A)Cp(B)
oder p(A/B)=p(A)
p(B/ A)=p(B)
10.2.4 Satz von der totalen Wahr scheinlichkeit
Gegeben seien die Ereignisse Aq, Ay, ..., A, mit:
AUAU..UA=Q und ANA =0 fur i#]
Dann gilt fir ein beliebiges Ereigni Q:
p(B)=p(A,)(p(B/ A)+..+p(A,)p(B/ A,) = > p(A,)p(B/ A )
=1
Disjunkte ZerlegungB = A BUA,BU..UA, B B
Q
A B A, B A, B
A, A, A,
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10.2.5 Zusammengesetzte Zufallsexperimente
Bei einem zusammengesetzten Zufallsexperiment erhalt man

1.) die Wahrscheinlichkeit fir Elementarereignisse, indem man die Wahrscheinlichkeiten
langs des zugehdrigen Pfades im Baumdiagramm multipl{Efedregel).

2.) die Wahrscheinlichkeit fur ein Ereigms indem man die Wahrscheinlichkeiten aller
zu A gehorenden Elementarereignisse ad@@nnmenregel).

10.2.6 Satz von Bayes
p(A)p(B/ A)
p(B)
Zerlegung vonQ in Q=AUA, mit A=A und A = A
0 p(B)= p(A)p(B/ A)+p(A) B/ A)
p(A)p(B/ A)
p(A)Tp(B/ A)+ p(A)Th(B/ A)

p(A/B) =

0 p(A/B)=

10.2.7 Binomialverteilungen
Wahrscheinlichkeit, bei Versuchen mit den Einzelwahrscheinlichkeipen

- genau k mal Erfolg zu haben:
n .
p(A) =[k)fbk f1-p)"™ = fy(k;n;p) O<ks<n
fo(k;n; p) = fg(n—k;m;1- p)

- héchsteng mal Erfolg zu haben (kein mal, ein mal, zwel mal, ... , k mal):
k

p(xsk)=% fy(iin;p)

1=0

- mindestens knal Erfolg zu haben:

p(xzk):i £ (in: p)

p(x=k)=1- p(x<k-1)=1- p(x<k) = kz_l f.(i;m; p)

1=0

- mindestens kna und héchstens mal Erfolg zu haben (k < m):

m

plksx<m)=3 fa(i:n; p)
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Besondere Wertetrigonometrischer Funktionen

-330°| -315°| -300° -2709¢ -240P -225° -210° -18p° -150° -135° -1p0° -90° -60O° 45°  430° 0°
15° 20° 30° 45° 60° 90°| 120 135F 15Q° 180° 21p° 225° 240° 2F0° 300° 315° B30° B60°
T | m | m | T | | m| 2| 3n | 51 I | 57| Am | 3m | St | 7w | 1l
12 9 6 4 3 2 3 4 6 T 6 4 3 2 3 4 6 21
0,26170,34900,52350,78531,04711,57072,0943 2,3561 2,6179 31415 3,6651 3,92694,18874,71235,23595,4977 5,7595 g 2831
m _dm| _Sm| _3m| _4m| _Sm| _Im oM _3m| _2m\ _m| M| @ 7T 0
6 4 3 2 3 4 6 e 6 4 3 2 3 4 6
1 1\/— 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
| N EN A ENE NN S N1 N BT PN Iy
sin | 0,2588 0,342D > > > 1 > > > 0 > 5 1 > 5 > 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
s N ENA ] EEE | B (RN | RE 7y O N ENE
cos| 0,9659 0,93962 > > 0 > 5 5 1 5 5 > 0 > > > 1
1 1 1 1
tan| 0,2679 0,3639 ——= 1 - - -1 -——= 0 —_ 1 - - -1 -——= 0
73 V3 V3 73 73 V3 V3 73
1 1 1 1
cot | 3,7320 2,7474 1 —_ 0 -——= -1 - - 1 —_ 0 -——= -1 - -
V3 73 73 V3 V3 73 73 V3
1 1 1 T T alr 180° B
—+/2=0,7071 —+/3=0,8660 3=17320 — =0,5773 sin( X) = cos| X —— cos(X) =gin[ x+— = =
2J— 2f V3 J3 (%) ( 2) () ( 2) 180° T
Y A yA
1 cot O
tan(x) = sin(x) b
y = cos x y =sin x cos(x)
o] [co0
E e Bh
s N3 -1 o o 57 o5 %
2 2 5 > sin B ,
g
R
1
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