Vorlesung 10

Folgen und Konvergenz von
Folgen

10.1 Der Grenzbegriff fiir Folgen

Definition 10.1.1. Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung

a:N — R

n  — ap

Wir schreiben kurz (a,),>1 oder oft auch (an)nen.

Beispiele.
Folgenglieder explizite Darstellung | implizite/rekursive
Darstellung

a,a,a,a,a,... (@a€R) | a, =a (py1 = Gy

1111 _ 1 _ a
1a§7§71757 an = 4 Upt1 = 1+Zn

A 2 .3 4 _ _
T, x, 0, x’, .. a, = x" Apt1 = Gp - X
1,2,4,8,16, ... ap = 2" Opt1 = Qp - 2

Folgender Begriff ist von zentraler Bedeutung:
Definition 10.1.2. Sei (a,)nen eine Folge. Sie konvergiert gegen ein a € R,
lim a,, =a
n—oo
falls es zu jedem € > 0 ein N(g) € N gibt, derart, dass gilt
|ay, —a| <e, firallen > N(e).
a heifit dann Grenzwert der Folge (ay,)nen-

Bemerkung. N(¢) hingt von ¢ ab.
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Definition 10.1.3. Fiir a € R und € > 0 definieren wir als e-Umgebung U, (a) =
(a —e,a+¢)

Sprechweise: ,Fast alle“ bedeutet ,alle bis auf endlich viele Ausnahmen*.
Lemma 10.1.4. Eine Folge (a;,)nen konvergiert gegen a genau dann, wenn fiir

jedes € > 0 fast alle Elemente der Folge in der e-Umgebung von a liegen.

Andere Formulierung: Wir sagen eine Folge hat den Grenzwert a, wenn gilt:
Zu jedem ¢ > 0 (dieser Wert legt die Umgebung von a fest) gibt es ein N,
so dass alle Folgenglieder, die einen héheren Folgenindex als N haben, in der
e-Umgebung von a liegen. Somit haben wir

lim a, =a
n—r oo

& Ve>03INeN: |a,—a|<eVn>N
& Ve>03INeN: Yn>N=|a, —a|<e.

Beispiele.
e Die konstante Folge a,, = a hat den Grenzwert a.

Beweis. Sei € > 0 beliebig aber fest vorgegeben. Wir setzen N(e) = 1.
Dann gilt

la, —a] <e Yn>N=1
——
la—a|=0<e

O

Bemerkung. In diesem Beispiel kénnen wir auch N =7 oder N = 2015
wéhlen.

e Wir betrachten die Folge a,, = RLH Wir raten und nehmen an der Grenz-

wert ist 1, also lim a, = 1.
n—oo

Beweis. Um zu € > 0 ein N(eg) zu finden, rechnet man oft versuchsweise

riickwarts:
lan —a| = |37 -1l <e & |—nz17—2ﬂ|<5
1 1
& n>%—1

Zu € > 0 wihlen wir N(e) mit N(¢) > 1 — 1. Dann gilt:

1 1
n>NE=n>--1l=n+1>-= <e
€ € n+1
n
—1| <e.
‘n—kl ‘
Das beweist lim -2~ = 1. ]

n—oo N1
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Hierzu ein Zahlenbeispiel: Wihle ¢ = %. Dann gilt fiir N > é -1=

100-1=9:n>9= |a, — 1] < e. So gilt z.B. fir ajg, dass |a;g — 1| =
it - U=1%l< 1

Es gilt lim & = 0.
n—oo "
Beweis. Riickwarts rechnen liefert:

’1 ‘ 1 1
— 0 <ee—<een>-—
n n g

o =

Sei nun € > 0 beliebig aber fest vorgegeben. Dann wihlen wir N >
Somit gilt:

1 1
n>N=:>‘—O‘<6
13 n

Wir wollen zeigen, dass gilt: lim, ;o 57 = 0.

Beweis. Wir beweisen zunéchst induktiv fir n > 4 die Behauptung I:
n? < 2" & 2 < L(Ubung). Mit Behauptung I gilt fiir n > 4:

2" — n

1
n

n
ol 2L <«
o] = 5 <
Wiihle N () = 1. Dann gilt:
1 1
n>N(6):>n>*=>*<E=>‘£—0‘<€
€ n 2n
O

Wir betrachten die Folge a, = (—1)" und wollen zeigen, dass (an)nen
nicht konvergiert. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis.

Beweis. Angenommen, die Folge konvergiert gegen einen Grenzwert a €
R. Dann gilt lim (—1)" = a. Also gibt es zu e = § ein N(e) mit n > N(3)
n— o0

= [(—1)" — a| < 3. Also gilt fiir n > N(3):

2= |(-1)" = (-1 = (-1 —a+a— ()"

AN—=Ungl. 11
< ED" —al + =D —a
1 1 )

< 2 + 3= 1 Widerspruch!

Bemerkung. Im obigen Widerspruchsbeweis kénnen wir anstatt ¢ = 3
auch ein beliebiges € mit 0 < € < 1 wéhlen.
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Satz 10.1.5 (Grenzwerte und algebraische Operationen, ,, Grenzwertsétze (GWS)).
Seien (ap,)neny und (by, ), ey konvergente Folgen mit Grenzwerten a = lim,, o0 ap,
und b = lim,, 0 by,

(i) Seien A, € R. Dann konvergiert die Folge (Aay,, + pby)nen und es gilt:

lim Aa,, + pb, = Aa + ub
n—r oo

(ii) Die Folge (ay - by)nen konvergiert und es gilt:

lim a,-bp,=a-b
n— o0
(iii) Sei b # 0. Dann gibts es ng mit n > ng = b, # 0. Dann konvergiert
(%:>n2no und es gilt:

- . .  n24dngs  AatS
Beispiele. Wir wenden Satz 10.1.5 auf die Folge a,, = T = 1+%+i2.

Wir diirfen nun den Grenzwert jedes Summanden des Nenners und des Zihlers
einzeln bestimmen. Wir haben bereits gezeigt, dass lim,, oo %L = 0. Daraus
folgt:

4

. o . 1 WV o

Sen =t © o 40=0
lim % = lim 1.2 Y% g.0=0
n—oo ™ n—oo ™ M

lim 5 = lim5.-1.1 Y5 5.0.0-0
n—oo n—oo

Daher gilt fiir den Nenner bzw. den Zihler der Folge a,:

45
lim 1+~ + — “E°1404+0=1
n— o0 n n

11
lim 1+~ +—5 2> 140+0=1.
n—00 n n

Daraus folgt nun lim a, = % =1.
n— oo

Satz 10.1.6. (Sandwich-Lemma)

Falls a, < b, < ¢, fiir fast alle n € N gilt und lim a, = lim ¢, ist, so folgt
n— 00 n— o0

lim b, = lim a, = lim ¢,.

n— o0 n— 00 n— o0

Beispiele. Betrachte die Folge b,, = % Wir schéitzen diese Folge nach unten

hin mit der konstanten Folge a,, = 0 und nach oben hin mit der Folge ¢, =

ab. Dann gilt fiir alle n € N: !

1 1
a,=0<b,=—<¢,=—.
n! n
Zudem gilt
lim a, = lim ¢, =0= lim 0= lim — =0
n—oo n—oo n—roo n—,oo N,

Es folgt also mit dem Sandwich-Lemma, dass lim b, = 0 gilt.
n—r oo
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