Analysis || — Tutorium

Aufgabenblatt: Normen, Topologie & Stetigkeit

Mirkan Deniz Glinkaya

Hinweise zur Bearbeitung

o Das Blatt enthélt vier Aufgaben und ist auf eine zweistiindige Tutoriumssitzung ausgelegt.
Die Aufgaben sind von mittlerem bis schwerem Niveau.

o Inhaltlich wird der gesamte Themenkreis aus Kapitel 13 vermischt: Normen auf R, Folgen-
und Matrixnormen, Inneres / Abschluss / Rand von Mengen, sowie Stetigkeit (Folgenkrite-
rium und topologische Charakterisierung).

o Samtliche Aussagen sind vollstindig zu begriinden. Verwendet bei Beweisen ausschlief3-
lich Definitionen und Sétze aus der Vorlesung.

e Zu jeder Aufgabe findet ihr im Anschluss eine ausfiihrlich kommentierte Musterlésung.
Versucht euch zunéchst selbst — die Schritte sind bewusst kleinteilig erklart.

Bezeichnungen: A Inneres, A Abschluss, A = A\ A Rand einer Menge A; B.(z) = {y : d(z,y) < e} offene Kugel.
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Aufgabe 1  Eine Menge zeichnen und topologisch bestimmen

Wir betrachten im R? (mit der euklidischen Metrik) die Menge
M=({@yeR?: 1<a®+y> <4} \ {(},0)}) U {(z,0): 2<z<3}.

M besteht also aus einem Kreisring (innerer Rand mitgezahlt, d&ulerer Rand nicht), aus dem
ein einzelner innerer Punkt entfernt wurde, vereinigt mit einer waagrechten Strecke, die am
dufleren Kreis ansetzt.

(a) Fertigen Sie eine sorgféltige Skizze von M an. Kennzeichnen Sie deutlich, welche Rand-
stiicke zu M gehoren (durchgezogen) und welche nicht (gestrichelt), sowie den entfernten
Punkt.

(b) Bestimmen Sie M, M und dM als Mengen (in mengentheoretischer Schreibweise).
Begriinden Sie insbesondere, welche Rolle der entfernte Punkt (%, 0) fiir M, M und OM
spielt.
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Losung 1  Eine Menge zeichnen und topologisch bestimmen

Orientierung. Mit r = /22 + y2 ist der Ring {1 <7 < 4Y/2} = {1 < r < 2} gemeint: der
Innenkreis r = 1 gehért dazu, der Auflenkreis 7 = 2 nicht. Der entfernte Punkt (2,0) hat
P= % € (1,2), liegt also echt im Inneren des Rings. Die Strecke verlauft auf der x-Achse von
(2,0) (auf dem AufBenkreis) bis (3,0) nach aufien.

(a) Skizze.
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Lesehilfe zur Skizze

Durchgezogen = gehort zu M (Innenkreis r» = 1, Strecke samt Endpunkten). Gestrichelt
= gehort nicht zu M (AuBenkreis r = 2). Der offene weiffe Punkt bei (%, 0) ist das “Loch”
im Ring.

(b) Inneres, Abschluss, Rand.

Inneres /. Ein Punkt ist innerer Punkt, wenn eine ganze Kreisscheibe um ihn in M liegt.

o Im offenen Ring {1 < r < 2} ist das fiir jeden Punkt # (3,0) erfiillt.
o Punkte auf r = 1 sind keine inneren Punkte (jede Kugel ragt in {r < 1} Z M).
e Der entfernte Punkt (%, 0) liegt nicht in M, also erst recht nicht in M.

o Die Strecke ist eindimensional und besitzt im R? keine inneren Punkte.

Damit

M={(z,9): 1<z +¢y> <43\ {(3,0)}

(Das Entfernen eines Punktes aus einer offenen Menge liefert wieder eine offene Menge —
deshalb taucht das Loch hier explizit auf.)

Abschluss //. Wir nehmen alle Beriihrpunkte hinzu.
o Der Abschluss des Rings {1 < r < 2} ist der abgeschlossene Ring {1 < r < 2} (der
Auflenkreis r = 2 kommt als Haufungsrand hinzu).

e Das Loch verschwindet im Abschluss: (%, 0) ist Grenzwert benachbarter Ringpunkte, liegt
also in M.

 Die Strecke {(z,0) : 2 < x < 3} ist bereits abgeschlossen.
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Damit

M={(z,y): 1<2®+¢y*<4} U {(2,0): 2<x <3} |

Rand 9\ = M \ M. Wir subtrahieren das Innere vom Abschluss:

o Aus dem abgeschlossenen Ring bleiben Innenkreis {r =1} und Aufenkreis {r = 2} ibrig.
e Der entfernte Punkt (%, 0) ist in M, aber nicht in M, gehért also zum Rand.

o Die ganze Strecke gehort zum Rand (sie enthélt keine inneren Punkte).

Damit

OM={z>+y* =1} U {2 +y* =4} U {(z,0): 2< 2 <3} U {(3,0)} |

Der entfernte Punkt als isolierter Randpunkt

Der Punkt (%, 0) ist ein besonders lehrreicher Fall:

o Er dndert den Abschluss nicht (er wird durch umliegende Ringpunkte “wieder
eingefangen”).

o FEr erzeugt aber im Inneren ein Loch und ist damit ein Randpunkt.

e Innerhalb von OM ist er isoliert: die nichsten anderen Randpunkte liegen auf r = 1
bzw. r = 2, jeweils im Abstand %

Merksatz: Entfernt man einen inneren Punkt einer Menge, so entsteht ein neuer Rand-
punkt, wihrend der Abschluss unverindert bleibt.
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Aufgabe 2  Reine Beweisaufgabe: Eigenschaften des Randes

Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Wir schreiben A° = X \ A und benutzen die
Definitionen

A={zeX:3e>0: B.(z)CA}, A={zxeX:Ve>0: Bz)NA#0},
sowie DA := A\ A. Beweisen Sie:
(a) Es gilt die Dualitit (A)¢ = A°, und damit
0A =AnNAe.
Insbesondere ist 0A = 9(A°).
(b) Der Rand 0A ist stets abgeschlossen.
(c) Es gilt die Aquivalenz

A abgeschlossen <= 0A C A.

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass Inneres bzw. Abschluss durch die obigen e-Bedingungen
charakterisiert sind. Andere “bekannte” Eigenschaften (z. B. “Abschliisse sind abgeschlossen”)
sollen Sie hier selbst beweisen.
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Losung 2  Reine Beweisaufgabe: Eigenschaften des Randes

Wir stellen einen kleinen Hilfssatz voran, der mehrfach gebraucht wird.

Hilfssatz: Abschliisse sind abgeschlossen

Fiir jede Menge C' C X ist C abgeschlossen, d.h. (C)¢ ist offen.

Beweis. Sei z € (C)¢, also ¢ C. Nach Definition existiert ein ¢ > 0 mit B.(x) N C = 0.
Wir zeigen Be(x) C (C)¢: Seiy € B:(z) und § := e —d(x,y) > 0. Fiir 2 € Bs(y) gilt nach
Dreiecksungleichung d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2) < d(z,y) + 6 = ¢, also B;(y) C B ( )
und somit Bs(y) N C = ). Damit ist y ¢ C, d.h. y € (C)¢. Also ist B(x) C (C)¢,

(C)¢ ist offen. D

.

(a) Dualitdt und Darstellung des Randes.
Schritt 1: (A)‘ — A¢. Wir rechnen die definierenden Bedingungen “durch Negation” um.
Fir z € X gilt:
re(A) <= 2¢ A — ~(3e>0: B.(z) C A)

<= Ve>0: Bo(x) LA < Ve>0: B(x)NA“#0

< € A
Dabei wurde benutzt: B.(x) € A heift, es gibt ein y € B.(x) mit y ¢ A, also y € A, d.h.
B.(z) N A® # (). Damit ist die Dualitit bewiesen.
Schritt 2: Darstellung des Randes. Mit der Definition 4 = A\ A und S\ T = SN T* folgt

A=A\ A=An (A "L AnAe.

Schritt 3: Symmetrie. Der Ausdruck AN A€ ist in A und A symmetrisch (wegen (A¢)¢ = A):

O(A°) = AN (Ac)c = AcN A = DA.

(b) 0A ist abgeschlossen.
Nach (a) ist 04 = AN Ac. Nach dem Hilfssatz sind A und A€ beide abgeschlossen. Es geniigt
also:

Durchschnitt zweier abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. Seien F}, F5 abgeschlos-
sen, d.h. FY, Fy§ offen. Nach den de Morgan’schen Regeln ist

(F1 ﬂFg)C = FlcUF2C,

und die Vereinigung zweier offener Mengen ist offen (zu x € Ff U Fy liegt x in einem der
beiden, das eine passende Kugel B.(x) enthélt, die dann auch in der Vereinigung liegt). Also
ist (F1 N F»)¢ offen, mithin Fy N Fy abgeschlossen.

Mit F; = A, F» = Ac folgt: OA ist abgeschlossen.

(c) A abgeschlossen <= 0A C A.

Vorbereitung. Aus den Definitionen folgt unmittelbar
AC ACA,

denn B.(z) C A erzwingt = € A (es ist ¢ € B.()), und = € A liefert B.(z) N A > z # 0.
Ferner ist wegen AcA
A=AU (A\ A) = AUdA. (%)
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Richtung “=". Sei A abgeschlossen, also A = A. Dann

DA=A\A=A\ACA.

Richtung “<". Gelte A C A. Mit () und A C A folgt
A=AUACAUA= A,

also A C A. Zusammen mit A C A ergibt sich A = A, d.h. A ist abgeschlossen.

Der Rand ist genau die “Nahtstelle” zwischen A und A¢: A = AN A¢. Eine Menge ist
genau dann abgeschlossen, wenn sie ihren eigenen Rand enthdlt; sie ist genau dann offen,
wenn sie ihren Rand meidet (0AN A = 0, dual zu (c)).
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Aufgabe 3  Verschiedene Normen — Matrizen, Folgen, Gewichte

In dieser Aufgabe treten bewusst nicht die euklidische Norm, sondern andere wichtige Normen
auf.

(a) (Matrixnorm.) Auf dem Vektorraum R™*" der reellen m x n-Matrizen sei die Zeilen-
summennorm

| A]loo := Dax. ;\%\ (A = (ay))-

Zeigen Sie, dass ||| alle drei Normaxiome erfiillt. Berechnen Sie anschlieflend || A||o fiir

2 -3 1
A=|-1 4 0
0 2 =5

(b) (Folgennorm.) Sei ¢* = {x = (zp)ren : xr € R, sup|zg| < oo} der Raum der
beschrinkten reellen Folgen mit

[#]lo = sup|zg|.
keN

Begriinden Sie kurz, dass £*° ein Vektorraum ist, und weisen Sie nach, dass |||~ eine
Norm ist. Geben Sie aulerdem eine Folge x € £°° an, fiir die das Supremum kein
Mazimum ist.

(c) (Die Summe als Norm.) Zeigen Sie, dass durch
f:R" - R, f(x):Zk\:L‘k\
k=1

eine Norm auf R™ definiert wird (eine gewichtete 1-Norm). Zeigen Sie ferner, dass f als
Abbildung R™ — R beziiglich der gewohnlichen Topologie stetig ist.
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Losung 3  Verschiedene Normen — Matrizen, Folgen, Gewichte

(a) Zeilensummennorm auf R”*".
Wir priifen die drei Axiome (N1) Definitheit, (N2) Homogenitét, (N3) Dreiecksungleichung.

(N1) Definitheit. Als Maximum von Summen nichtnegativer Zahlen ist ||A||oc > 0. Ferner:

HAHoo:O <~ maxZ|aij| =0 < Z’ai]” =0V: <= |aij\ =0Vi,] < A=0.
i - -
J J

(N2) Homogenitat. Fir A € R:

M Alloo = max Y[ Mass| = max [N Y Jagl = \| max Ylais| = 1A 4o
J J J

da |A| > 0 als konstanter Faktor aus Summe und Maximum gezogen werden darf.

(N3) Dreiecksungleichung. Fiir jede feste Zeile i gilt mit der Dreiecksungleichung in R:

ZI%‘ + b5 < Z (laij| + |biz]) = Z!aij! + Zlbijl < | Al + [ Blloo-

J J J J

Die rechte Seite ist von ¢ unabhéngig, also eine obere Schranke fiir alle Zeilensummen; folglich
auch fiir deren Maximum:

|A+ Blloo = m?XZWj + bij| < [|Alloo + | Blloo-
j

Damit ist ||||oo eine Norm.

Konkrete Berechnung. Zeilensummen der Betrage:
Zeile 1: 2434+1=6, Zeile2:1+4+0=05, Zeile3:04+24+5=T7.

Also

| [Alloo = max{6,5,7} =7 |

(b) Folgennorm auf ¢°°.

Vektorraum. Sind z,y € £*° mit |zg| < S, |yx| < T fiir alle k, so gilt |z +yx| < S+ T
und |[Azg| = |A|S, beide beschréankt. Also liegen x + y und Az wieder in ¢°°; die Nullfolge ist
neutrales Element. Damit ist £*° ein Untervektorraum des Folgenraums.

(N1) Definitheit. ||z||cc = supy|zx| > 0, und
|z||looc =0 <= suplzx| =0 < |zx| =0VEk < 2 =0.
k

(N2) Homogenitat. ||Az|c = supg|Allzk| = |A|supglzk| = |A||z]leo (Herausziehen des
nichtnegativen Faktors aus dem Supremum).

(N3) Dreiecksungleichung. Fiir jedes k ist

|z + Ykl < |zxl + lyk| < suplz;| + suply;| = [zl + [[¥]loo-
J J

Die rechte Seite ist eine von k unabhéngige obere Schranke; das Supremum tber k liefert

|z + ylloo = Sl;p|$k + k| < [|2lloo + |Ylloo-
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Supremum ohne Maximum. Seizp=1-— % fir kK > 1, also = = (0, %, %, %, ...). Dann ist

supy|zg| = 1, aber xp < 1 fir alle k; das Supremum 1 wird also nie angenommen und ist kein
Maximum.

Warum hier sup und nicht max?

Im Endlichdimensionalen (R") ist ||z||c = maxy|z|, da ein Maximum endlich vieler
Zahlen stets existiert. Im Folgenraum ¢*° kann das Maximum fehlen — deshalb steht
dort zwingend das Supremum.

(c) Die Summe f(z)=>"}_; k|zx| als Norm.
Dies ist eine gewichtete 1-Norm mit Gewichten wy = k > 0. Wir priifen die Axiome.

(N1) Definitheit. f(z) = Y, k|zk| > 0 als Summe nichtnegativer Terme. Da jeder Summand
klzk| > 0 ist, gilt

f(z)=0 <= Ek|lzx| =0Vk < 2| =0Vk (denn k > 1>0) < z=0.

(N2) Homogenitat. f(Az) = > k| zk| = || Xk klzi| = |Af ().
(N3) Dreiecksungleichung.

F@+y) =D klog+yel <D k(] + lyel) = klawl + > klyel = f(z) + f(y).
" s " "

Also ist f eine Norm.

Stetigkeit (direkter Nachweis). Wir zeigen, dass f als reellwertige Funktion auf R™ (mit
der gewohnlichen euklidischen Topologie) stetig ist. Die Koordinatenprojektionen 7y : R™ —
R, mi(x) = zy, sind als Polynome (bzw. lineare Abbildungen) stetig (Skript S.40). Die
Betragsfunktion |-| : R — R ist stetig. Nach Proposition 13.30 ist daher die Komposition

z — |zg| = ()]

stetig, und mit Satz 13.31 ist auch = — k|xg| (Produkt mit der Konstanten k) stetig. Als
endliche Summe stetiger Funktionen ist

@) =3 kol
k=1

nach Satz 13.31 (i) stetig.

Zwei Wege zur Stetigkeit — und eine Feinheit

Man koénnte auch Lemma 13.32 zitieren: “jede Norm ist stetig”. Vorsicht: Lemma 13.32
liefert die Stetigkeit von f beziiglich der von f selbst erzeugten Metrik. Dass f auch
beziiglich der euklidischen Topologie stetig ist, folgt zusétzlich aus der Aquivalenz
aller Normen auf R". Der oben gegebene direkte Beweis (Projektionen + Betrag +
Summe) umgeht diese Feinheit und ist daher die sauberere Begriindung.
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Aufgabe 4  Stetigkeit — gemischt und vollstandig

(a) Betrachten Sie f : R? — R mit

flx,y) =zt +y?*
0, (x,y) = (0,0).

(i) Zeigen Sie, dass f auf R?\ {(0,0)} stetig ist.

(ii) Zeigen Sie, dass die Einschrankung von f auf jede Gerade durch den Ursprung im
Punkt 0 den Grenzwert 0 = f(0,0) besitzt.

(iii) Zeigen Sie dennoch, dass f in (0,0) nicht stetig ist. (Tipp: Untersuchen Sie das
Verhalten entlang der Parabel y = 22.)

(b) Bestimmen Sie mit der topologischen Charakterisierung der Stetigkeit (Satz 13.33), ob
die folgenden Mengen offen bzw. abgeschlossen sind:

S={(5.4,2) €R: P4y <211},  C={(@y) eR: 22—y =1},
(c) (Synthese.) Sei A € R"*" eine feste Matrix. Zeigen Sie, dass
p:R" R, o) =||Az]lF + |l=ll

stetig ist. Geben Sie fiir jeden Baustein das verwendete Vorlesungsresultat an.
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Losung 4  Stetigkeit — gemischt und vollstandig

(172y

(a) Die kritische Funktion f(x,y) = prr L
(i) Stetigkeit auBerhalb des Ursprungs. Zihler 2y und Nenner z* + y? sind Polynome,
also nach Satz 13.31 stetig. Fiir (x,y) # (0,0) ist der Nenner positiv, denn 2% 4+ ¢? = 0 <=
x =y = 0. Nach Satz 13.31 (iii) (Quotient stetiger Funktionen mit nichtverschwindendem

Nenner) ist f auf R?\ {(0,0)} stetig.
(ii) Grenzwert entlang jeder Geraden durch 0. Gerade y = mz (m € R): fir z # 0

22 (mzx) m a3 mz 20
flw,me) = i+ (mx)2 22 (22 +m?2) z2 +m? > 0=£(0,0).

==
Ursprungsgerade in 0 den Grenzwert 0.

Senkrechte Gerade x = 0: f(0,y) = yg = 0 — 0. Damit besitzt die Einschrankung auf jede

(iii) Unstetigkeit in (0,0). Wir nihern uns entlang der Parabel y = 22

1’2 . .1132 1'4 .1134

1

Tty (222 attat T 248

f(z,2?)

Entlang dieser Kurve ist f also konstant % # (0. Konkret betrachten wir die Folge

pa= (% &) — (0,0),
flir die

n)?(1/n? n n?
(I/n)*(A/n% 1/ _Y _%7/_>0:f(0,0).

f(pn) = (1/n)2+ (1/n2)2  1/nt+1/nt  2/nt

Nach dem Folgenkriterium (Satz 13.28) ist f daher in (0,0) nicht stetig.

Bezug zum Skript, S. 41

Dies ist genau die Warnung aus der Vorlesung: Die Stetigkeit aller Einschrénkungen
auf Geraden (sogar auf alle Geraden, nicht nur die Koordinatenachsen) erzwingt nicht
die Stetigkeit der Funktion. Der “Verrdter” ist hier eine gekrimmte Anndherung — die
Parabel y = x2, die exakt zur vierten Potenz im Nenner passt.

(b) Topologische Charakterisierung (Satz 13.33).
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S ist offen. Setze h: R3 — R, h(z,y,2) = 22 +y? — 22 — 1. Als Polynom ist h stetig. Es gilt
S ={h <0} =h"1((-00,0)).

Das Intervall (—oo,0) ist offen in R. Nach Satz 13.33 (ii) ist das Urbild einer offenen Menge
unter einer stetigen Funktion offen; also ist S offen.

C ist abgeschlossen. Setze g: R? = R, g(z,y) = 22 — y2. Als Polynom ist g stetig, und

C={g=1}=g7'({1}).

Die einpunktige Menge {1} ist abgeschlossen in R. Nach Satz 13.33 (iii) ist das Urbild einer
abgeschlossenen Menge abgeschlossen; also ist C' abgeschlossen.

Faustregel

Niveau- und Subniveaumengen stetiger Funktionen erbt man bequem: {g < ¢}, {g > ¢}
sind offen; {g < ¢}, {g > ¢}, {g = ¢} sind abgeschlossen. Man muss nur eine geeignete
stetige Funktion ¢ finden und die rechte Seite als offene/abgeschlossene Menge in R
erkennen.

(c) Synthese: p(z) = | Azl|3 + [z]1.
Wir zerlegen ¢ in stetige Bausteine.

Baustein 1: 2+ Az. Die Abbildung x — Az ist linear, also stetig (Skript S.40: lineare
Abbildungen R™ — R™, = +— Ax, sind stetig).

Baustein 2: z — ||Az|[s. Die euklidische Norm ||-|]2 : R™ — R ist stetig (Lemma 13.32,
sogar Lipschitz-stetig). Als Komposition = +— ||Az|2 stetiger Abbildungen ist sie nach
Proposition 13.30 stetig.

Baustein 3: v — ||Az|f. Die Abbildung t ~ t2 ist stetig (Polynom). Komposition mit
Baustein 2 ergibt nach Proposition 13.30 die Stetigkeit von z ~— || Az||3.

Baustein 4: z — ||z]j;. Esist |z]1 = X jui|zi|. Jede Abbildung z +— |z;| = |m(x)| ist
als Komposition der stetigen Projektion 7; mit dem stetigen Betrag stetig (Prop. 13.30);
die endliche Summe ist nach Satz 13.31 (i) stetig. (Damit ist die Stetigkeit beziiglich der
gewohnlichen euklidischen Topologie sauber begriindet.)

Zusammensetzung. ¢ ist die Summe der Bausteine 3 und 4, also nach Satz 13.31 (i) stetig:

o(x) = ||Az||§ + ||=||1 ist stetig auf R™.

Strategie bei Stetigkeits-Synthesen

Komplizierte Ausdriicke nie “am Stiick” angreifen, sondern in elementare stetige Bau-
steine zerlegen (Projektionen, Betrag, Norm, Polynome) und mit den drei Werkzeugen
verbinden: Summe/Produkt/Quotient (Satz 13.31), Komposition (Prop. 13.30)
und Stetigkeit der Norm (Lemma 13.32).

Mirkan Deniz Glinkaya — Analysis Il Seite 13



