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Kapitel 1

Was sind reelle Zahlen?

Reelle Zahlen bilden die Grundlage fur dieses Lehrbuch. SchlieBlich wollen
wir uns mit Folgen reeller Zahlen oder mit reellwertigen Funktionen beschéaf-
tigen. Bevor wir mit dem Studium der Analysis beginnen, sollten wir uns
zunachst fragen: Was sind reelle Zahlen?

Das ist gar keine einfache Frage. Schauen wir uns zunachst auf der Meta-
Ebene die Moglichkeiten an, diese zu definieren.

1.1 Die Beschreibungsmoglichkeiten reeller Zahlen

Jeder von uns hat bereits eine intuitive Vorstellung, was reelle Zahlen sind,
auch wenn nicht alle diese Idee in Worte fassen konnen. Beispielsweise kann
man sich die reellen Zahlen als Punkte auf der Zahlengeraden vorstellen:

Unsere Aufgabe besteht darin, diese intuitive Idee in die exakte Sprache
der Mathematik zu Ubersetzen. Dazu haben wir zwei Moglichkeiten: die
axiomatische und die konstruktive Beschreibung.
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11 Die Beschreibungsmaoglichkeiten reeller Zahlen

Die axiomatische Beschreibung

mathematische
Theorie

.
e e
- 1 1

-
Malhsmaukel{ &

In der axiomatischen Beschreibung der Analysis legen wir mit den Axiomen
das Fundament, auf dem wir schrittweise die Theoreme der Analysis
herleiten. (2)

Bei der axiomatischen Beschreibung wird nicht direkt gesagt, was reelle
Zahlen sind, es wird vielmehr nur erklart, welche Eigenschaften sie haben.
Bei dieser Herangehensweise sagen wir: ,Die reellen Zahlen sind eine Men-
ge von Objekten, die folgende charakteristische Eigenschaften besitzen:
<Aufzahlung der Eigenschaften reeller Zahlen>“. Die grundlegenden Eigen-
schaften werden dabei Uber Axiome festgelegt. Zur Erinnerung: Ein Axiom
ist eine Aussage , die ohne Beweis als wahr angenommen wird. Jedes ma-
thematische Modell, das alle genannten Eigenschaften/Axiome erfullt, wird
als Modell der reellen Zahlen angesehen. Aussagen, die auf Grundlage der
Axiome bewiesen werden, werden Theoreme genannt.

Bei der Wahl der Axiome mussen wir darauf achten, dass sie widerspruchs-
frei sind. Es muss also mindestens ein Modell geben, das alle Axiome erfullt.
Beispielsweise konnen wir nicht sagen, dass gleichzeitig 1 < 0 als auch
1 > 0 gelten soll. Eine solche Struktur kann es namlich nicht geben. AuBer-
dem sollten die Axiome nachvollziehbar sein, also wirklich Eigenschaften
bezeichnen, die wir auch intuitiv den reellen Zahlen zuschreiben.

Des Weiteren mUssen ausreichend viele Axiome zur Charakterisierung der
reellen Zahlen definiert sein. Bei zu wenigen Axiomen kénnten auch Struk-
turen diese erflllen, die wir intuitiv nicht als Modell reeller Zahlen ansehen.
So ist es beispielsweise nicht ausreichend zu sagen, dass es fir die reellen
Zahlen eine Addition + mitz 4+ y = y + « fur alle z und y gibt. Allein dieses
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Kapitel 1 Was sind reelle Zahlen?

Axiom ist zu wenig, denn die natlrlichen Zahlen erfullen diese Eigenschaft
auch. Sie sind flr uns aber kein Modell reeller Zahlen.

AuBerdem soll eine gewisse Sparsamkeit beachtet werden: Es sollten keine
Axiome unnotig definiert werden. Dies bedeutet, dass keine Eigenschaften
als Axiome benannt werden, die sich bereits aus anderen Axiomen herleiten
lassen. Wenn also aus den Axiomen A; und As bereits folgt, dass auch die
Eigenschaft E erfullt sein muss, dann wird E nicht extra als Axiom definiert.

Die konstruktive Beschreibung

Menge der
rationalen Zahlen
rundlage zur
Konstruktion reeller Zahlen) Konstruiertes Objekt
wird als reelle
Zah definiert)

Konstruktions-
verfahren

‘Menge der
reellen Zahlen
(neu konstruierte
Skizze zur Konstruktion reeller Zahlen (hier am Beispiel von
Fundamentalfolgen) (3)

Bei der konstruktiven Beschreibung werden die reellen Zahlen aus den rationa-
len Zahlen konstruiert. Das bedeutet, dass durch ein gewisses Verfahren aus
rationalen Zahlen neue Objekte geschaffen werden, welche man danach als
reelle Zahlen definiert.

Anders als bei der axiomatischen Beschreibung, welche die reellen Zahlen
nur durch ihre Eigenschaften beschreibt, kann man beim konstruktiven Ver-
fahren genau sagen, was die reellen Zahlen sind. Es sind genau die Objekte,
die durch das Konstruktionsverfahren entstanden sind. Die Eigenschaf-
ten der reellen Zahlen mussen bei dieser Beschreibung auch nicht durch
Axiome definiert werden, sondern ergeben sich aus den Eigenschaften der
konstruierten Objekte.
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1.2 Zusammenfassung: Weg zur axiomatischen Beschreibung reeller Zahlen

Es gibt mehrere Konstruktionsverfahren der reellen Zahlen'. Die dabei ent-
standenen Strukturen sind jedoch aquivalent in dem Sinne, dass sie diesel-
ben Eigenschaften haben (man nennt solche Strukturen ,isomorph®).

Der Zusammenhang beider Beschreibungen

Beide Vorgehensweisen liefern am Ende dieselben Ergebnisse. Wenn man
fur ein konstruiertes Modell alle diejenigen Eigenschaften nachweisen kann,
die man als Axiome in der axiomatischen Beschreibung definiert hat, dann
besitzt das Modell auch die Eigenschaften, die man aus den Axiomen her-
geleitet hat. Wenn man umgekehrt in der konstruierten Beschreibung nur
diejenigen Eigenschaften des Modells flr spatere Argumentationen heran-
zieht, die man in der axiomatischen Beschreibung als Axiome definieren
wurde, dann kann man auch alle mit dem Modell bewiesenen Satze in der
axiomatischen Beschreibung beweisen.

Es ist also egal, welchen Weg wir wahlen. Zu Beginn gehen wir den Weg
der axiomatischen Beschreibung, weil er leichter zu verstehen ist (fur die
konstruktive Beschreibung brauchen wir Konzepte, die Studienanfanger in
der Regel noch nicht oder nicht ausreichend kennen).

1.2 Zusammenfassung: Weg zur axiomatischen
Beschreibung reeller Zahlen

Um die Axiome der reellen Zahlen zu finden, kann man folgendermaBen
vorgehen:

1. Intuitive Idee entwickeln: Zunachst brauchen wir eine intuitive Idee der
reellen Zahlen. Hierzu konnen wir beispielsweise auf die intuitive Idee
zuruckgreifen, dass reelle Zahlen Punkte auf der Zahlengeraden sind.

2. Axiome definieren: Nun muissen alle Axiome definiert werden. Dazu mus-
sen wir folgende Punkte beachten:

'Beispielsweise gibt es die Methode der Fundamentalfolgen und die Methode der Dedekind-
schen Schnitte .
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Kapitel 1 Was sind reelle Zahlen?

« Nachvollziehbarkeit: Die Axiome sollten sinnvoll sein. Das bedeutet, dass
jedes Axiom intuitiv nachvollziehbar ist.

e Widerspruchsfreiheit: Die Axiome mussen in sich widerspruchsfrei sein.
Das kann implizit dadurch gezeigt werden, dass ein konkretes Mo-
dell der reellen Zahlen konstruiert werden kann. Damit es ein Modell
der reellen Zahlen geben kann, mussen die Axiome namlich in sich
widerspruchsfrei sein.

Vollstandigkeit: Sobald ein Modell alle Axiome erfullt, sollte es unserer
intuitiven Vorstellung von reellen Zahlen entsprechen. Alle Theoreme
Uber reelle Zahlen mussen wir aus den Axiomen herleiten kénnen.

e Sparsamkeit: Kein Axiom kann aus den anderen hergeleitet werden.

3. Begriffe definieren und Theoreme beweisen: Aufbauend auf den Axio-
men werden wir Grundbegriffe der Analysis einfiihren und die Theoreme
der Analysis beweisen.

In der Analysis werden alle Theoreme mit Hilfe der Axiome reeller Zahlen
bewiesen. Dabei wird es zwangsweise vorkommen, dass wir Konzepte ein-
flhren oder Satze beweisen, die schon aus der Schule bekannt sind — wie
die Gleichung 1 -0 = 0. Bei diesen Beweisen ist es wichtig, dass wir nur sol-
che Eigenschaften reeller Zahlen heranziehen, die entweder in den Axiomen
definiert wurden oder die wir bereits bewiesen haben. Bekannte Tatsachen
aus der Schule durfen nicht ohne weiteres verwendet werden!

Die Axiome der reellen Zahlen kénnen in drei Gruppen aufgeteilt werden: Die
Kérperaxiome, die Anordnungsaxiome und das Vollstandigkeitsaxiom.

1.3 Die Korperaxiome

Mit den Korperaxiomen wird die Addition und Multiplikation, also die arith-
metische Struktur der reellen Zahlen, definiert. Die reellen Zahlen sind Ob-
jekte, die addiert und multipliziert werden kdnnen, wobei die grundlegenden
Eigenschaften der Additionen und Multiplikationen genannt werden. Die
Subtraktion und die Division werden auf die Addition beziehungsweise die
Multiplikation zurtickgefuhrt. Diese Axiomengruppe beschreibt, wie man
mit reellen Zahlen rechnen kann.

24



1.4 Die Anordnungsaxiome

Definition
Korperaxiome

Auf der Menge der reellen Zahlen R sind zwei Operationen + : R x R =+ R
und - : R x R — R definiert. Diese erfullen folgende Eigenschaften:

Eigenschaften der Addition:

Assoziativgesetz der Addition: FUr alle reellen Zahlen x,y, z gilt z + (y +
2= (@+y)+=

Kommutativgesetz der Addition: Fir alle reellen Zahlen z und y gilt
r+y=y-+x

Existenz der Null: Es gibt mindestens eine reelle Zahl 0 € R, fur die
0+ a = « fUr alle reellen Zahlen z gilt.

Existenz des Negativen: Fur jede reelle Zahl z gibt es mindestens eine
reelle Zahl —z mitx + (—z) = 0.

Eigenschaften der Multiplikation:

Assoziativgesetz der Multiplikation: Flr alle reellen Zahlen z, y, z gilt
z-(y-2)=(z-y)- 2

Kommutativgesetz der Multiplikation: Fir alle reellen Zahlen z und y
giltz - y=y-

Existenz der Eins: Es gibt mindestens eine reelle Zahl 1 € R mit 1 # 0,

fur die 1 -z = z fur alle reellen Zahlen z gilt.

Existenz des Inversen: Fir jede reelle Zahl x # 0 gibt es mindestens
eine reelle Zahl z™ ' mitz -2~ = 1.

Distributivgesetz: Fiir alle reellen Zahlen z,y, z giltx- (y+2) = z-y+z- 2

1.4 Die Anordnungsaxiome

Die Anordnungsaxiome beschreiben die lineare Ordnung der reellen Zahlen.
Die reellen Zahlen sind also Objekte, die man miteinander vergleichen kann,
wobei flr zwei verschiedene reelle Zahlen entweder die eine Zahl groBer
ist als die andere oder umgekehrt. Dadurch ergibt sich ein wesentlicher
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Kapitel 1 Was sind reelle Zahlen?

Zusammenhang der Struktur der reellen Zahlen mit der einer Geraden, da
auch die Punkte einer Geraden in naturlicher Art und Weise geordnet sind.
Diese Axiomengruppe ist also wesentlich fur die Vorstellung der reellen
Zahlen als Punkte auf einer Zahlengeraden. In dieser Axiomengruppe wird
auch definiert, wie die Operationen der Addition und Multiplikation mit der
Ordnungsstruktur in Verbindung stehen. Die Ordnung der reellen Zahlen
kann dadurch beschrieben werden, dass wir alle positiven Zahlen kennen.
Wenn z eine positive Zahl ist, schreiben wir 0 < z. Die Positivitat der reellen
Zahlen wird dabei Uber die Anordnungsaxiome definiert:
Definition
* Anordnungsaxiome

Die Anordnungsaxiome lauten

e Trichotomie der Positivitat: Fir alle reellen Zahlen x gilt entweder 0 < =
oder z = 0 oder 0 < —z. Mit den AbkUlrzungen "V fur "fur alle” und "V”
flr ”entweder oder” konnen wir dies schreiben als

VieR:0<zV0=2V0< —z

e Abgeschlossenheit beztiglich Addition: Fir alle reellen Zahlen a und b gilt:
Wenn 0 < aund 0 < bist,dannistauch 0 < a + b.In Zeichen:

Va,beR:0<aAN0<b = 0<a+bd

e Abgeschlossenheit beztglich Multiplikation: Fur alle reellen Zahlen a und b
gilt: Wenn 0 < aund 0 < bist,dannistauch 0 < ab. In Zeichen:

Va,beR:0<aN0<b = 0<ab

Mit Hilfe der Positivitatseigenschaft 0 < x konnen wir die Kleiner-Relation
definieren:
4 Definition
Kleiner-Relation

Die Kleiner-Relation z < y ist durch folgende Aquivalenz definiert:

r<y:<— 0<y—=x

26



1.5 Das Vollstandigkeitsaxiom

Esistalso genau dann x kleiner als y, wenn die Differenz y—x positiv ist. Uber
die Kleiner-Relation kénnen wir alle weiteren Ordnungsrelationen definieren:

Definition
Weitere Ordnungsrelationen auf Grundlage der Kleiner-Relation

Flr die reellen Zahlen sind auBerdem die Relationen >, < und > Uber
folgende Aquivalenzen definiert:

e rx<{y:<= rz<yVrr=y
e x>y y<zVzr=y

e x>yY:<E= y<z

1.5 Das Vollstandigkeitsaxiom

Das Vollstandigkeitsaxiom beschreibt den Ubergang beziehungsweise den
markanten Unterschied zwischen den rationalen und den reellen Zahlen.
Wahrend die obigen beiden Axiomengruppen noch durch die Menge der
rationalen Zahlen erfullt werden, gilt dies nicht mehr fur das Vollstandig-
keitsaxiom. Der Grund daflr ist, dass es im Zahlenbereich der rationalen
Zahlen ,Licken” wie /2 gibt. Diese Liicken kénnen zwar beliebig durch ratio-
nale Zahlen approximiert werden, sind aber selbst keine rationalen Zahlen
mehr. Bei den reellen Zahlen gibt es solche Licken nicht, weil das Vollstan-
digkeitsaxiom die Existenz von Lucken ausschlieBt. Wenn man irgendetwas
beliebig durch reelle Zahlen annahern kann, so existiert dieses ,irgendetwas”
und ist wieder eine reelle Zahl.

Eine Approximation einer Zahl kann durch eine Intervallschachtelung reali-
siert werden. Diese ist eine Folge von Intervallen, die ineinander liegen und
deren Lange gegen Null streben:

m
(W)

nr---
| N N I,

ot ot of of
T
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Kapitel 1 Was sind reelle Zahlen?

Eine Intervallschachtelung dient als Approximation einer reellen Zahl. Je-
des Intervall schrankt den Bereich ein, in dem die zu approximierende Zahl
liegt und im Laufe der Intervallschachtelung wird dieser Bereich immer
kleiner. Das Intervallschachtelungsprinzip garantiert, dass durch jede Inter-
vallschachtelung mindestens eine Zahl approximiert wird:

Definition

Allgemeines Intervallschachtelungsprinzip

Zu jeder allgemeinen Intervallschachtelung I, I, I3.. existiert eine re-
elle Zahl, die in allen Intervallen liegt und damit von allen Intervallen
approximiert wird.

Dieses Vollstandigkeitsaxiom beschreibt, dass die Menge der reellen Zah-
len keine ,Licken® besitzt. Um zu beschreiben, dass die reellen Zahlen die
kleinstmogliche Erweiterung sind, um die Lucken der rationalen Zahlen zu
fullen, missen wir das Intervallschachtelungsprinzip um ein weiteres Axiom
erganzen. Hierzu missen wir ausschlieBen, dass es keine unendlich kleinen
bzw. unendlich groBen Zahlen gibt. Eine positive Zahl y ware im Vergleich
zu einer positiven Zahl z unendlich groB, wenn y groBer als alle Vielfachen
von x ware, wenn also keine der Vielfachen z, 2z, 3z,4z, ... jemals Uber y
hinauswachst. Fir alle natlirlichen Zahlen n ware also nxz < y.Dies wollen wir
nun ausschlieBen. Fir je zwei positive Zahlen x und y soll es also mindestens
eine natlrliche Zahl n mit nz > y geben. Genau diese Eigenschaft beschreibt
das archimedische Axiom:

Definition

Das Archimedische Axiom

Fur alle reellen Zahlen x,y > 0 gibt es eine natlrliche Zahl n, so dass
nx > yist. Mit den Abklrzungen "v” fur "fir alle” und ”3” fur "es gibt” liest
sich dies als

Ve>0,y>0dneN:nx >y
Mit Hilfe des Vollstandigkeitsaxioms kann man zeigen, dass reelle Zahlen be-
liebig durch rationale Zahlen angenahert werden konnen. Diese Eigenschaft

ist wesentlich, denn sie ermdglicht das Rechnen mit rationalen Zahlen an-
stelle von reellen Zahlen. Beispielsweise werden Computerberechnungen
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1.5 Das Vollstandigkeitsaxiom

in der Regel nur mit rationalen Zahlen durchgefiihrt?. Solche Rechnungen
sind zwar fehleranfallig, ihre Fehler konnen aber in der Regel beliebig klein
gemacht werden.

2Siehe den Wikipedia-Artikel zu den Gleitkommazahlen, welche stets rationale Zahlen sind.
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Kapitel 2
Supremum und Infimum

2.1 Einleitung

Supremum (aus dem Lateinischen von supremum =, das Hochste/das Obers-
te”) klingt, als ob es ,,das Maximum* (also das groBte Element der Menge)
ware. Im Laufe dieses Artikels werden wir allerdings sehen, dass das Supre-
mum das Maximum verallgemeinert. Merken wir uns zu Beginn:

Jedes Maximum ist ein Supremum, aber nicht jedes Supremum ist ein
Maximum.

Wahrend namlich das Maximum ein Element der betrachteten Menge sein
muss, muss das nicht fir das Supremum gelten. Deshalb sollten wir ,,Su-
premum?® treffender mit ,die unmittelbar nach oben beschrankende Zahl“
Ubersetzen. Es ist ,nach oben beschrankend”, weil es wie das Maximum
gréBer oder gleich jeder Zahl der Menge ist. Und es ist ,unmittelbar®, weil es
die kleinste aller ,nach oben beschrankenden” Zahlen ist.

Analog ist das Infimum eine Verallgemeinerung des Minimums. Es ist die
~unmittelbar nach unten beschrankende Zahl“, also die gréBte aller ,nach
unten beschrankenden® Zahlen einer Menge. Konkrete Beispiele werden wir
in den kommenden Abschnitten kennenlernen.

Fir uns ist der Begriff des Supremums wichtig, weil mit ihm die Vollstandig-
keit der reellen Zahlen alternativ beschrieben werden kann. AuBerdem ist
das Supremum ein nutzliches Hilfsmittel in Beweisen oder zur Definition
neuer Begriffe.
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2.2 Erklarung des Supremums

0

Y

7 <17
g

untere Schranken obere Schranken
von M

=~

Eine Menge mit eingezeichneten
oberen und unteren Schranken

) ©)

DieMenge M = {z € R:z < 1}.

Die Mandelbrotmenge (7)

Um das Supremum zu erklaren, werden wir untersuchen, wie man zu dessen
genauer Definition kommt. Hierzu werden wir feststellen, wie das Supremum
aus dem Maximum verallgemeinert werden kann. Zur Erinnerung: Das Maxi-
mum einer Menge ist ihr groBtes Element. Das Maximum m einer Menge M
hat also folgende Eigenschaften:

* mist Element von M.
e FUrjedesy € M isty < m.

In der zweiten Eigenschaft steht deshalb ein Kleiner-Gleich- und kein Kleiner-
Zeichen, weil in der Aussage auch y gleich m sein konnte. Bei endlichen
Mengen ist das Maximum stets definiert, jedoch ist dies bei unendlichen
Mengen nicht unbedingt der Fall.

Zunachst konnen wir auf das Problem stoBen, dass die betrachtete Menge
nach oben unbeschrankt ist. Nimm zum Beispiel die Menge Rt = {z € R :
x > 0}. Diese Menge kann kein Maximum oder dhnliches besitzen, da es
fUr jede reelle Zahl eine gréBere Zahl aus R* gibt. Diese Menge kann also
kein groBtes Element besitzen. Es gibt auch kein Element, das ,unmittelbar
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das groBte” Element sein kdnnte. Demnach ist eine Frage danach bei dieser
Menge schlicht nicht sinnvoll.

Fur die Ubertragung des Maximumbegriffs auf unendliche Mengen muss
also die Menge nach oben beschrankt sein. Es muss also eine Zahl b geben,
welche groBer gleich jedem Element der Menge ist. Dabei muss b nicht
zwangslaufig Element der Menge sein.

Doch auch dann kann es zu Problemen kommen. Nehmen wir zum Beispiel
die Menge M = {z € R : z < 1}. Diese Menge ist nach oben beschrankt,
weil man fur b jede Zahl groBer gleich 1 wahlen kann.

Hat die Menge M ein Maximum? Leider nein. Flr jedes x € M ist ”;1 eine
weitere Zahl aus M mit der Eigenschaft z < ’”T“ (die Zahl ’”T‘” liegtin der
Mitte zwischen z und 1). So kann aber M kein maximales Element besitzen,

weil es zu jeder Zahl aus M mindestens eine groBere Zahl aus M gibt.

Bei der Betrachtung unendlicher Mengen buB3t das Maximum also eine
Eigenschaft ein. Namlich, dass es Element der Menge ist':

* mistHementveon-M:
e FUrjedesy € M isty <m.

Es bleibt also erst einmal nur die Eigenschaft, dass die gesuchte Zahl groBer
als jedes Element der Menge ist. Eine solche Zahl wird ,obere Schranke® der
Menge genannt:
Definition
obere Schranke
Sei M eine Teilmenge von R. Dann nennt man eine Zahl u, die groBer
gleich jedem Element von M ist, eine obere Schranke. Esistalsox < u
farallex € M.

Analog ist eine untere Schranke eine Zahl, die eine Menge nach unten be-
schrankt:

Definition

untere Schranke

'Die Eigenschaft, dass das Maximum gréBer gleich jedem Element der Menge ist, ist fir
den Begriff des Supremums zu charakteristisch, als dass man es streichen konnte.
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2.2 Erkldrung des Supremums

Sei M eine Teilmenge von R. Dann nennt man eine Zahl 4, die kleiner
gleich jedem Element von M ist, eine untere Schranke. Es istalsox > @
far allex € M.

Wenn wir unsere neue Definition betrachten, stellen wir zwei Dinge fest. Ers-
tens: Obere und untere Schranken missen keine Elemente der betrachteten
Menge sein, weil dies nicht von der Definition gefordert wird. Und zweitens:
Die Definition sagt nichts Uber eine etwaige Eindeutigkeit der Schranken
aus.

Betrachten wir zum Beispiel die Menge M = {x € R : = < 1}. Hier fallt
uns sicherlich zuerst 1 als obere Schranke ein. Jedoch ist 17 ebenfalls eine
obere Schranke und erflllt die Forderungen der Definition. Abgesehen davon,
dass 17 weit oberhalb unserer Beispielmenge liegt, sind beide Zahlen keine
Elemente der Menge. Dieses Beispiel zeigt, dass es mehr als eine obere
Schranke geben kann. Es wird aber noch beunruhigender: Eine beschrankte
Teilmenge der reellen Zahlen hat immer unendlich viele obere Schranken.
Wenn u eine obere Schranke von M ist, so ist auch jede groBere Zahl, also
u+ a fur alle a > 0, eine obere Schranke.

Bei genauerer Betrachtung sind die Begriffe von oberer bzw. unterer Schran-
ke nicht sehr treffend. Sie leisten viel weniger als ein Maximumbegriff. Das
Maximum ist namlich immer eindeutig: Es kann hochstens eins davon ge-
ben. Mit der oberen Schranke verhalt es sich nicht so. Deshalb wollen wir
versuchen, den Begriff zu verbessern.

Betrachten wir als Beispiel wieder die Menge M = {z € R: z < 1}. Welche
Zahl konnte man als Verallgemeinerung des Maximums fur M wahlen?
Intuitiv fallt uns die Zahl 1 ein. Doch warum sollte man diese Zahl wahlen?

Wirwollen einen allgemein gliltigen Begriff, der auch dann funktioniert, wenn
die Menge nicht mehr so anschaulich ist. Deswegen kommen zunéachst alle
oberen Schranken von M, also alle Zahlen groBer gleich 1, in Frage. Nun
sollte unsere Zahl optimal in dem Sinne sein, dass sie moglichst klein ist.
So kommen wir auf die Zahl 1. Sie ist nicht nur eine obere Schranke, sie ist
auch die kleinste obere Schranke von M. Wir haben ja bereits gesehen, dass
es fur jedes z < 1 eine andere Zahl y < 1 mitz < y gibt (ndmlichy = %“).
Damit kann keine Zahl kleiner 1 eine obere Schranke von M sein. 1 ist also
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das, was wir als ,unmittelbar darUberliegende” Zahl von {z € R : z < 1}
ansehen.

Frage

Wie konnte eine Menge aussehen, bei der nicht intuitiv ,klar” ist, welche
Zahl das Supremum sein konnte? Betrachten wir kurz eine sehr schone
Zahlenmenge: Die Mandelbrotmenge . Man erhalt sie, wenn man alle Punk-
te in einem zweidimensionalen Koordinatensystem in eine bestimmte
Funktion f steckt. Sie nimmt einen Koordinatenpunkt (z,y) und macht
daraus einen anderen Koordinatenpunkt (z’,y"). Dieses Ergebnis steckt
man wieder in diese Funktion und dann wieder und wieder und wieder...
Die Koordinaten, die man bei jedem Schritt erhalt, werden fir manche
Startpunkte sehr schnell riesig groB, fir andere bleiben sie klein. Wenn
sich die Koordinaten erst einmal weit genug von ihrem Anfangspunkt
entfernt haben (eine Grenze g lUberschritten haben), kommen sie nie wie-
der zurick und ,hauen ab“. Bleibt ein Punkt flr den Startwert (z,y) fur
immer unterhalb von g, so gehort der Punkt (z,y) zur Menge und wird
schwarz eingefarbt. Uberschreitet er g, so erhalt er eine bestimmte Farbe,
je nachdem, wann er g Uberschritten hat. Was wir rechts sehen, ist das
dabei entstehende Bild.

Die Mandelbrotmenge liegt nun in der Ebene, ihre Punkte haben z- und
y-Koordinaten, darum ist sie fur unseren Supremumsbegriff zunachst
nicht geeignet. Wir konnen aber einfach ,die Menge aller y-Koordinaten
der Mandelbrotmenge*“ betrachten und versuchen, ihr Supremum zu fin-
den. Anschaulicher gesagt: Wir wissten gern, wie weit nach oben die
schwarzen Punkte in dem Bild reichen und suchen dafur die kleinste
obere Schranke. Welchen Wert diese aber genau hat, ist beim ersten (und
auch beim zweiten) Hinsehen voéllig unklar®.

2Siehe auch http://math.stackexchange.com/questions/936462/supremum-of-all-y-
coordinates-of-the-mandelbrot-set

Die kleinste obere Schranke s wird durch folgende zwei Eigenschaften cha-
rakterisiert:

e sistobere Schranke von M: Flr jedesy € M isty < s.

» Jede obere Schranke u von M ist mindestens so groB wie s: Gilty < u fur
alley € M, so gilt auch s < u. Anders formuliert: Fir jedes u < s gibtes
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mindestens eine Zahly € M mitu < y.

Das kénnen wir als Definition des Supremums verwenden, da es offenbar
die kleinste obere Schranke charakterisiert. Das Infimum wird analog als
die groBte untere Schranke definiert.

2.3 Definition des Supremums und Infimums

Menge M

S >
Supremum = kleinste  obere Schranken
obere Schranke von M

Das Supremum ist die kleinste obere Schranke einer Menge. (8)

Die Definition des Supremums und des Infimums lautet:
Definition
Supremum

Sei M eine Teilmenge von R. Das Supremum s einer Menge M ist die
kleinste obere Schranke von M. Das Supremum wird charakterisiert Uber
die beiden Eigenschaften:

e Furjedesy € Misty <s.

e Keine Zahl z kleiner als s ist obere Schranke von M: Fir alle z < s gibt
es mindestens eine Zahly € M mitz < y.

Definition
Infimum

Sei M eine Teilmenge von R. Das Infimum § einer Menge M ist die groBte
untere Schranke von M. Das Infimum wird charakterisiert Gber die beiden
Eigenschaften:

e Furjedesy € M isty > 3.

e Keine Zahl z groBer als 5 ist untere Schranke von M: Fur alle z > § gibt
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es mindestens eine Zahly € M mitz > .

Die Epsilon-Definition
In der zweiten Eigenschaft der Definition des Supremums s als Teil einer
Menge M steht:

~Jede Zahl z kleiner als s ist keine obere Schranke von M: Flr allex < s
gibt es mindestens eine Zahly € M mitx < y.“

Hier ist es in einigen Lehrblichern auch Ublich, x = s — e mit e > 0 zu setzen.
Dadurch erhalt man folgende Aussage, die man auch als zweite Eigenschaft
des Supremums nutzen kann:

LFurallee > 0 gibteseiny € M mits —e < y.“
Bei Beweisen dlrfen wir frei entscheiden, welche der beiden Aussagen wir

heranziehen wollen. Da beide Aussagen zueinander aquivalent sind, ist es
egal, welche davon bewiesen wird.

Frage

Wie lautet die Epsilon-Definition des Infimums? 5 ist ein Infimum von
M, wenn § eine untere Schranke von M ist und wenn es fur alle e > 0 ein
y € M gibt,sodass 5+ € > yist.

Maximum und Minimum

Fir das Maximum und Minimum haben wir bekanntlich folgende Definitio-
nen:
Definition
Maximum
Das Maximum m einer Menge M ist eine Zahl mit den folgenden zwei
Eigenschaften:

e me M.

e Furalley € Misty < m.
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Definition

Minimum

Das Minimum m einer Menge M ist eine Zahl mit den folgenden zwei
Eigenschaften:

e m e M.
e Furalley € Misty > m.

Das Maximum ist stets Supremum der Menge. Sei namlich m Maximum
einer Menge M. Zum einen ist m per Definition obere Schranke von M. Zum
anderen gibt es fur allez mitz < meiny € M mitz < y, namlichy = m.
Umgekehrt ist nicht jedes Supremum Maximum, wie wir oben an der Menge
{z € R:z < 1} gesehen haben. Die Zahl 1 ist zwar Supremum dieser Menge,
aber kein Maximum. Analoges gilt fir Minimum und Infimum.

Schreibweisen

Schreibweise Bedeutung

sup M Supremum von M

sup,cp f(x) Supremum von {f(z) : z € D}
inf M Infimum von M

infzep f(x) Infimum von {f(z) : € D}
max M Maximum von M

min M Minimum von M

Das Dualitatsprinzip

Wir haben bereits in den Definitionen und in der obigen Erklarung gesehen,
dass die Begriffe des Supremums und des Infimums analog zueinander
betrachtet werden konnen. Der Grund liegt darin, dass bei Umkehrung der
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Ordnung auf den reellen Zahlen das Supremum zum Infimum wird und
umgekehrt. Wir konnen namlich eine neue Ordnung <., dadurch einfiihren,
dass & <neu ¥ genau dann ist, wenn z > y ist (wir spiegeln hier die reelle
Zahlengerade an der Null). Bei dieser neuen Ordnung verhalt sich das ur-
sprungliche Supremum wie ein Infimum und umgekehrt. Beide Ordnungen
<neu Und < haben dieselben ordnungstheoretischen Eigenschaften. Sie sind
daher isomorph zueinander. Deshalb missen auch die Eigenschaften von
Supremum und Infimum bei umgekehrter Ordnung dieselben sein. Alles was
wir in Zukunft flr Suprema sagen, gilt in &hnlicher Weise auch fur Infima
und umgekehrt. Das Gleiche gilt folglich auch fur Maximum und Minimum.

Beispiel

Dualitatsprinzip

Firallex € M istx < sup M. Analog ist fur alle x € M die Ungleichung
x > inf M erfullt.

Existenz und Eindeutigkeit

Wir haben bisher ganz selbstverstandlich von dem Supremum gesprochen.
Das klingt so, als ob es immer eines gabe und als ob es immer eindeutig ware.
Der Verdacht liegt auch nahe: Wozu sollten wir uns die Muhe machen, den
Begriff ,Supremum® Gberhaupt zu definieren, wenn er das Grundproblem
des Maximums (néamlich oftmals gar nicht zu existieren) gar nicht I6sen
konnte? Was ware der Vorteil des Supremums gegenuber dem Begriff der
.oberen Schranke®, wenn auch das Supremum nicht eindeutig ware? Intuitiv
ist irgendwie klar, dass es unter allen oberen Schranken genau eine kleinste
geben muss, aber bis jetzt haben wir das noch nicht streng mathematisch
bewiesen.

Im folgenden Satz werden wir die Eindeutigkeit des Infimums und Supre-
mums beweisen, also dass eine Menge hochstens ein Supremum und Infi-
mum besitzen kann:

Satz

Eindeutigkeit des Supremums und Infimums

Eine Menge kann hochstens ein Supremum und hochstens ein Infimum

besitzen.
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Beweis
Eindeutigkeit des Supremums und Infimums

Wir konnen die Standardbeweismethode fur Eindeutigkeit nutzen: Zu-
nachst nehmen wir eine Menge M an, die zwei Suprema s und sz besitzt,
und zeigen dann, dass s; = sz ist. Die beiden Suprema haben folgende
Eigenschaften:

e s; und sz sind obere Schranken von M.
e Keine Zahl kleiner als s; und ss ist eine obere Schranke von M.

Keine Zahl kleiner als s; ist obere Schranke von M. Da s eine obere
Schranke von M ist, kann s2 nicht kleiner als s; sein und muss damit
groBer gleich s; sein. Analog ist s1 > s2. Aus s2 > s1 und s1 > s folgt
s1 = so2. Der Beweis fur die Eindeutigkeit des Infimums ist analog.

Mit dem Vollstandigkeitsaxiom kann auch die Existenz des Supremums
einer nach oben beschrankten nicht-leeren Teilmenge der reellen Zahlen
bewiesen werden. Dies werden wir in diesem Kapitel jedoch nicht behandeln.
Analog besitzt eine nach unten beschrankte nicht-leere Teilmenge der reellen
Zahlen stets ein Infimum. Somit ist es tatsachlich so, dass Supremum und
Infimum einer nach oben beschrankten und nicht-leeren Teilmenge der
reellen Zahlen immer existieren und immer eindeutig sind. Deswegen durfen
wir beruhigt von dem Supremum sprechen.
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Kapitel 3

Uneigentliches Supremum
und Infimum

Damit eine Menge ein Supremum besitzen kann, muss sie nach oben be-
schrankt sein. In diesem Kapitel untersuchen wir den Fall unbeschrankter
Mengen bzw. den Fall der leeren Menge.

3.1 Uneigentliche Suprema und Infima fur
unbeschrankte Mengen
Eine Menge M ist nach oben unbeschrankt, wenn M keine obere Schranke

besitzt. Fur alle S € R gibt es also einz € M mitx > S. Dies ist dann auch
die Definition der Unbeschranktheit nach oben:

Definition
nach oben unbeschrankte Menge

Eine Menge M ist nach oben unbeschrankt, wenn sie keine obere Schran-
ke besitzt, wenn also

VSeRIxeM: :S<x
Wenn M nach oben unbeschrankt ist, schreiben wir nun
supM = oo

Intuitiv lasst sich die Schreibweise gut erklaren: ,unendlich” ist groBer
als jedes Element aus M und gleichzeitig kann es keine obere Schranke
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kleiner ,unendlich” geben, weil M nach oben unbeschrankt ist. Also ist es
sinnvoll, ,unendlich”als Supremum einer nach oben unbeschrankten Menge
anzusehen.

Aber Vorsicht! Das Symbol oo ist keine reelle Zahl und damit bedeutet sup M =
oo auch nicht, dass co Supremum von M ware, weil Suprema per Definition
immer reell sein missen. Es gibt auch kein Objekt co in unserer Theorie,
weil die von uns in den ersten Kapiteln formulierten Axiome kein Objekt
oo zulassen. Deshalb muUsste eine Schreibweise wie sup M = oo von uns
abgelehnt werden.

Um diese Widerspruche aufzuldsen, sehen wir sup M = oo nur als Kurz-
schreibweise fur den Fakt an, dass M nach oben unbeschrankt ist, und
nennen oo das uneigentliche Supremum von M:

Definition
uneigentliches Supremum

Ist eine Menge M nach oben unbeschrankt, so nennen wir co das unei-
gentliche Supremum von M und schreiben

sup M = oo

Warnung

Das Adjektiv ,uneigentlich® ist hier sehr wichtig. Achte darauf, dass du es
immer verwendest. co ist namlich keine reelle Zahl und kann deswegen
kein Supremum sein. Es verhalt sich nur in mancher Hinsicht wie ein
Supremum. Kurz: Auch wenn man sup M = oo schreibt, dann besitzt M
trotzdem kein Supremum!

Analog gilt fir nach unten unbeschrankte Mengen:

Definition
uneigentliches Infimum

Eine Menge M ist nach unten unbeschrankt, wenn es fur alle S € Rein
r € M mitz < S gibt. In diesem Fall schreibt man

infM = —
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3.2 Uneigentliches Supremum und Infimum der
leeren Menge

Ein weiterer Sonderfall ist die leere Menge. Hier ist namlich nicht das Pro-
blem, dass es keine oberen beziehungsweise unteren Schranken gibt, son-
dern zu viele obere und untere Schranken existieren. In den Lehrblchern
findest du dafur folgende Definitionen:

Definition

Uneigentliches Supremum und Infimum der leeren Menge

Fur die leere Menge 0 gilt

supf = —o0

inf = oo

Auch hier handelt es sich um uneigentliche und damit um keine echten
Suprema und Infima. Doch wieso ergibt obige Festlegung Sinn?

Gehen wir schrittweise vor: Per Definition ist das Supremum die kleinste
obere Schranke einer Menge. Was sind also die oberen Schranken der leeren
Menge? Eine Zahl S ist per Definition eine obere Schranke von ), wenn

Veed:x<S

Frage

Was sind die oberen Schranken von (07 Allaussagen Uber die leere Menge
wie die obige sind immer wahr (es gibt némlich kein z in @, fur welches
man die Bedingung x < S Gberprifen misste). Damit ist jede reelle Zahl
eine obere Schranke der leeren Menge. Als Bezeichnung flr die kleinste
all dieser oberen Schranken von () kann man also —oo verwenden. Jedoch
ist —oo keine reelle Zahl und daher auch kein Supremum im eigentlichen
Sinne.

Frage
Verstandnisfrage

Wieso ergibt inf() = co Sinn? Eine Zahl S ist untere Schranke der leeren
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Menge,wennVz € () : © > S.Diese Allaussage ist stets wahr und damit ist
jedereelle Zahl eine untere Schranke von (). Als Bezeichnung fur die groBte
all dieser unteren Schranken von @ kann man also co verwenden. Jedoch

ist co keine reelle Zahl und daher auch kein Infimum im eigentlichen
Sinne.
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Supremum und Infimum
bestimmen und beweisen

4.1 Aligemeine Vorgehensweise

Um das Supremum oder Infimum einer Menge zu finden, kannst du folgen-
dermaBen vorgehen:

1. Menge veranschaulichen: Uberlege dir, wie die Menge aussieht. Hierzu kannst
du Skizzen anfertigen oder ggf. auch Computerprogramme verwenden.

2. Hypothese lber Supremum und Infimum anstellen: Ist die Menge nach oben
beschrankt? Wenn ja, dann Uberlege dir, welche Zahl das Supremum sein
kann.Wenn nein, dann besitzt die Menge kein Supremum. Analog schaue,
ob die Menge nach unten beschrankt ist oder nicht, und Uberlege dir
gegebenenfalls, welche Zahl das Infimum sein kénnte.

3. Beweise flir Supremum und Infimum finden: Uberlege dir auf einem Schmier-
blatt den Beweis dafur, dass die gefundene Zahl ein Supremum oder
ein Infimum ist. Die notwendige Beweisstruktur findest du im nachsten
Abschnitt.

4. Beweisins Reine schreiben: Zum Schluss musst du den Beweis aufschreiben.

Dabei kannst du dich an der im nachsten Abschnitt folgenden Beweis-
struktur flr Supremum und Infimum orientieren.
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4.2 Allgemeine Beweisstrukturen

Die hier aufgelisteten Beweisstrukturen sollten dir helfen, deine Beweise
richtig und sauber aufzuschreiben. Sie zeigen dir aber auch, worauf du in
der Beweisfindung achten musst.

Supremum: Beweisstruktur

Um zu zeigen, dass eine Zahl s Supremum einer Menge M ist, kannst du
folgendermaBen vorgehen:

1. Beweise, dass s eine obere Schranke von M ist: Zeige hierzu, dass y < s fur
alley € M ist.

2. Beweise, dass keine Zahl z < s obere Schranke von M ist: Nimm hierzu ein

beliebiges x < sund zeige, dasseseiny € M gibt mity > z.

Infimum: Beweisstruktur

Beweise, dass 5 Infimum einer Menge M ist, konnen so aussehen:

1. Beweise, dass § eine untere Schranke von M ist: Zeige hierzu, dass y > 5 fur
alley € M ist.

2. Beweise, dass keine Zahl x > § untere Schranke von M ist: Nimm hierzu ein
beliebiges x > §und zeige, dass eseiny € M gibt mity < z.
Maximum: Beweisstruktur

Hier kann man direkt der Definition des Maximums folgen:

1. Beweise, dass m eine obere Schranke von M ist: Zeige hierzu, dass y < m fur
alley € M ist.

2. Zeige,dassm € M ist.
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Minimum: Beweisstruktur

Um zu zeigen, dass m Minimum der Menge M ist, kann man analog zum
Maximum vorgehen:

1. Beweise, dass m eine untere Schranke von M ist: Zeige hierzu, dass y > m fur
alley € M ist.

2. Zeige, dassm € M ist.

4.3 Beispielaufgaben fur Supremum und Infimum

Menge von Folgengliedern

) } }
I T T
5 6 7

Die Menge M = {5+ 2 : n € N}.(9)

Wir werden nun folgende Aufgabe beweisen:

Ubung
Menge von Folgengliedern

Bestimme das Supremum und das Infimum derMenge M = {5+ 2 : n € N}.
Handelt es sich bei dem Supremum um ein Maximum und beim Infimum
um ein Minimum? Beweise deine Behauptungen!

Losungsweg
Menge von Folgengliedern

Wir gehen nun schrittweise nach dem obigen Beweisverfahren vor:

Beweisschritt: Veranschauliche die Menge M. Die ersten Elemente der
Menge M lauten:
1L54+42=7=17eM

2.54+42=6=6eM
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3.5+2=52 = 53eM
1
2

4. 54+2=5; = 5;eM

5.

Die Menge M hat also die Gestalt M = {7,6,52,5%,52,... }, wobei sich
die fehlenden Elemente immer mehr der 5 annahern.

Beweisschritt: Stelle eine Hypothese an, welche Zahlen Supremum bzw.
Infimum der Menge sind. Wir sehen, dass die Menge nach oben durch 7
beschrankt ist. Gleichzeitig ist 7 ein Element der Menge, womit 7 Maxi-
mum der Menge sein muss. AuBerdem ist die Menge nach unten durch
5 beschrankt. Da sich die Elemente der Menge immer mehr der 5 anna-
hern, kann es keine untere Schranke groBer als 5 geben. Es folgt, dass
5 wahrscheinlich das Infimum der Menge ist. Beachte, dass wir hier nur
Vermutungen anstellen, weil wir intuitiv argumentieren. Es fehlt noch der
handfeste Beweis.

Beweisschritt: Finde einen Beweis fir das Supremum / Maximum. Wir
haben bereits festgestellt, dass 7 wahrscheinlich das Maximum der Men-
ge ist. Wir mussen also zwei Dinge zeigen:

e 7€M
o 7T>xflrallexe M

Wir haben bereits im ersten Schritt gesehen, dass 7 Element von M ist,
dennfurn =1 ist5+% = 7.Um zu zeigen, dass 7 eine obere Schranke von
M ist, mUssen wir zeigen, dass 7 > 5 + 2. Stellen wir diese Ungleichung
schrittweise um:

\Y

—+

3w

S 3 o3
(AVAAYS

=N 3o Ot

Y
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Nun ist n > 1 eine fur natlrliche Zahlen offensichtliche Aussage. Im
Beweis mUssen wir aber den umgekehrten Weg gehen: Da wir die Unglei-
chung 7 > 5 + 2 zeigen wollen, missen wir bei n > 1 anfangen und
diese Ungleichung schrittweise in 7 > 5 + % umformen. Dies kdnnen wir
machen, weil wir oben nur Aquivalenzumformungen verwendet haben.

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass jedes Maximum einer Menge
automatisch auch das Supremum der Menge ist (nur umgekehrt ist es
nicht immer der Fall). Daraus folgt, dass 7 Supremum von M ist.

Beweisschritt: Finde einen Beweis fir das Infimum / Minimum. Um zu
zeigen, dass 5 Infimum ist, missen wir zeigen:

e 5<xflirallex e M

e Flralley > 5gibteseinz € M mitz <y

Um auch zu zeigen, dass 5 kein Minimum ist, haben wir auBerdem zu
beweisen, dass 5 ¢ M. Zunachst muss ein Beweis fur5 <5+ % fur alle
n € N gefunden werden:

IN
3o Ot
_|_
]

5
0

IN

Nunist0 < % eine offensichtlich wahre Aussage, da % positiv ist. Im
spateren Beweis kdnnen wir also aus 0 < % die Ungleichung 5 < 5 + %
beweisen, indem wir obige Umformung rickwarts durchfihren (also zu
beiden Seiten 5 addieren).

Sei nun weiterhiny > 5 beliebig. Wir missen nun ein x mitz =5+ % mit
N € Nfinden,sodassy >z =5+ % ist. Wir wahlen hier die Variable N
und nicht n, weil wir ein konkretes Element der Menge M finden wollen (in
der Mathematik wird oft NV verwendet, wenn man ein konkretes n sucht).
Formen wir diese Ungleichung nach N um, um so ein passendes N € N
zu finden:



4.3 Beispielaufgaben flir Supremum und Infimum

y>5+%

y—5>2

y—5
2

>

2=

Wegeny > 5isty — 5 > 0, also auch yT_5 > 0. Das archimedische
Axiom garantiert uns nun, dass wir ein passendes N finden, da nach dem
archimedischen Axiom der Bruch + kleiner wird als jede positive reelle

Zahl.

Als Letztes fehlt noch die Beweisidee daflr, dass 5 ¢ M ist. Hier missen

wir zeigen, dass 5 # 5 + 2 fir alle n € N gilt. Doch wegen 2 > 0 ist

n
5+ 2 >5undsomit5 # 5+ 2.

Beweis
Menge von Folgengliedern

Esist7Maximum (und damit Supremum) der Menge M und 5 ist Infimum,
aber kein Minimum der Menge M.

Beweisschritt: 7ist Maximum der Menge M

Beweisschritt: 7 ist Element der Menge M Fiirn = list5+ 2 = 7.Damit
ist7¢e€ M.

Beweisschritt: 7 ist eine obere Schranke der Menge M Flr allen € N gilt

n>1
= 2n>2
= 2>2
= 7>5+2

Damit ist 7 groBer gleich jedem Element von M.
Beweisschritt: 5 ist Infimum der Menge M

Beweisschritt: 5ist untere Schranke der Menge M Fur alle n € N gilt
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IN
AN

0
= 5

IN

+

SN

Damit ist 5 kleiner gleich jedem Element von M.

Beweisschritt: Keine Zahl groBer 5 ist untere Schranke der Menge M

Seiy > b beliebig. Es ist damit yT"LS > 0 und somit gibt es nach dem
archimedischen Axiom ein N € N mit ”7_5 > % Esist

y—5
S >

= y—5>

zv 2|

= y>5+ %

Weil 5 + % € M ist, gibt es damit ein Element aus M, welches kleiner als
y ist. Somit ist y keine untere Schranke von M.

Beweisschritt: 5ist kein Minimum von M Es ist % > 0 und damit %—0—5 >
5.Somit ist 5 kein Element und damit auch kein Minimum von M.
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Kapitel 5

Eigenschaften Supremum und
Infimum

Da das Supremum auf Mengen angewandt wird, ist eine sehr naheliegende
Frage: Was passiert mit dem Supremum, wenn wir die Menge verandern?
Wenn wir sie mit einer anderen Menge beispielsweise schneiden oder ver-
einigen, wenn wir sie groBer oder kleiner machen? Hier werden wir einige
Regeln kennen lernen, die dir helfen werden, mit dem Supremum zu arbeiten.

5.1 Ubersicht der Regeln zum Supremum und
Infimum
Wir definieren zuerst einige Kurzschreibweisen.
Definition
Fir alle Mengen A, B C Rund alle A € R definieren wir:
o —A:={-z:z€ A}
e M:={dz:z € A}
e A+ B:={a+b:a€ Abe B}
e A-B:={a-b:ac Abe B}
Firdas Supremum und Infimum gelten folgende Regeln. Dabeiist A, B, D C

Rund f,g : D — R sowie A € R.Im Folgenden wird immer angenommen,
dass das Supremum beziehungsweise das Infimum existiert.
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5.1 Ubersicht der Regeln zum Supremum und Infimum

Regeln flur das Supremum

0 1

Das Supremum der Summe zweier Funktionen kann kleiner als die Summe
ihrer Suprema sein. (10)

e supA>infA

e ACB=supA<supB

e sup(AU B) = max{sup A4, sup B}
e sup(AN B) < min{sup A,sup B}
e sup(—A) =sup({—z:xz € A}) = —inf(A)

o sup({z~!:xz € A}) = (inf(4)) !, falls inf(A) > 0 ist.

e sup(AA) =sup({Az:z € A}) = X -sup(A)furA >0

e sup(A+ B) =sup({x+y:x € ANy € B}) =sup(A) + sup(B)

e sup(A-B) =sup({z-y:x € ANy € B}) =sup(A)-sup(B), falls Aund
B nur nichtnegative Elemente enthalten.

* sup(f +g)(D) < sup f(D) + sup g(D)

* Es gibt eine Folge (an)nen aus A mit lim, 0 an = sup A.
Frage

Warum gilt nicht sup A < sup B = A C B? Finde ein Gegenbeispiel! Ein
Gegenbeispiel hierfurist A := {1}, B := {2}.
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Frage

Warum gilt nicht sup(A N B) = min{sup A, sup B}? Finde ein Gegenbei-
spiell Sei A = {1,2} und B = {1,3}. Dann gilt AN B = {1} und also
sup AN B =1,abersup A =2undsup B = 3,alsomin{sup A, sup B} =
2.

Frage

Warum gilt nicht sup(f + ¢)(D) = sup f(D) + sup g(D)? Finde ein Ge-
genbeispiel! Wir setzen D := [0, 1]. Als Funktionen wahlen wir f : D —
Rz~ zundg: D - Rz+—1—x.Alsoist(f+g): D — R,z +— 1.Es

gilt

sup(f+g)(D)=1<1+1=sup f(D)+supg(D)

geln fur das Infimum
infA<supA
ACB=infA>infB
inf(AU B) = min{inf A, inf B}
inf(AN B) > max{inf A, inf B}
inf(—A) = inf({—z: x € A}) = —sup(A)
inf(AA) = inf({Az: 2 € A}) = X-inf(A) firA >0
inf(A+ B) =inf{z+y:2 € ANy € B}) =inf(4) + inf(B)

inf(A-B) =inf{z-y:2 € ANy € B}) =inf(4) - inf(B), falls Aund B
nur nichtnegative Elemente enthalten.

inf(f 4+ g)(D) > inf f(D) + infg(D)

Es gibt eine Folge (an)nen aus A mitlimp— o0 an = inf A.
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Kapitel 6

Definition

Die Folge ist einer der wichtigsten Begriffe in der Analysis. Anhand von Folgen
werden wir namlich spater den Begriff des Grenzwerts definieren. Damit
wiederum konnen wir alle wichtigen Konzepte der Analysis wie die Ableitung
und die Stetigkeit einfihren.

6.1 Der Begriff der Folge im Alltag

Einfihrung von Folgen anhand von einfachen Beispielen. (YouTube-Video vom
Kanal Quatematik ) (11)

Der Begriff der ,Folge” ist uns bereits aus dem alltaglichen Leben bekannt:
Frage

Welche Beispiele fur eine Folge kennst du? Im Alltag gibt es einige Beispie-
le von Folgen, welche oftmals als ,,Abfolge” oder ,Reihenfolge” bezeichnet
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6.2 Formale Definition

werden. Denk an die Reihenfolge der Sachen, die du nach dem Aufste-
hen machst: 1. Zahneputzen, 2. Duschen, 3. Anziehen, 4. Kaffee kochen, 5.
Kaffee trinken, ..

Denk auch an die vielen Folgen, die im Laufe der Zeit verlangert werden.
Ein Beispiel ist die Folge der Nationen, die die FuBballweltmeisterschaft
gewonnen haben (sowohl bei den Mannern als auch bei den Frauen): 1.
Uruguay, 2. Italien, 3. Italien, 4. Uruguay, 6. Deutschland, ..

Allen Beispielen ist gemeinsam, dass die Reihenfolge der Elemente einer
Folge genau festgelegt ist. Es gibt eine genau definierte Anordnung der
Folgenglieder, die beachtet werden muss. Nach dem Aufstehen sollte man
zuerst Kaffee kochen, bevor man diesen trinkt (die umgekehrte Reihenfolge
ware suboptimal ).

AuBerdem konnen in einer Folge ein oder mehrere Objekte mehrmals als
Folgenglieder auftreten. In der Folge der FuBballweltmeister kommen einige
Nationen mehr als einmal vor, weil sie die FuBballweltmeisterschaft mehr
als einmal gewonnen haben. Dies unterscheidet eine Folge insbesondere von
einer Menge. Fur eine Menge kann namlich nicht sinnvoll gefragt werden,
wie oft ein Element in ihr vorkommt. Man kann nur fragen, ob ein Objekt
Element einer Menge ist oder nicht.

Des Weiteren kannst du die einzelnen Folgenglieder einer Folge durchnum-
merieren. Du kannst sagen, wer der erste Prasident der USA, der zweite und
so weiter war.Jedem Element einer Folge kann also eine oder mehrere Zahlen
zugeordnet werden, die angeben, wo dieses Objekt in der Folge vorkommt.

Viele der im Alltag bekannten Folgen sind endlich, es sind aber auch unend-
liche Folgen vorstellbar. Wirde man bis in alle Ewigkeit FuBballweltmeis-
terschaften austragen, ware die Folge der FuBballweltmeister unendlich
lang.

6.2 Formale Definition

Kommen wir nun zu dem Begriff der Folge in der Mathematik. Der groBe
Unterschied zum Folgenbegriff im Alltag ist der, dass in der Mathematik
eine Folge immer unendlich lang ist. In der Mathematik gibt es auch endliche
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Kapitel 6 Definition

Folgen, welche aber Tupel genannt werden. Diese sind endliche Abfolgen von
Objekten und entsprechen den endlichen Folgen aus dem Alltag.

Eine Folge ist also eine unendliche Abfolge (a1, a2, as, a4, ...) von Objekten.
Dabei steht a; fur das Objekt an der ersten Stelle, as flr das Objekt an der
zweiten Stelle und so weiter. FUr Folgen gibt es die abkiirzende Schreibweise
(an)nen. Damit lautet die (intuitive) Definition einer Folge:

Eine Folge (an)nen ist eine unendliche Abfolge von Objekten:

(an)nen = (a1,a2,as, a4, ...)

Diese Definition ist intuitiv, weil wir den Begriff ,unendliche Abfolge“ nicht ex-
akt definiert haben. Dies muss fur eine exakte Definition nachgeholt werden.

Beispiel
Folge

Die Folge (an)nen der natlrlichen Zahlen ist:
(an)nen = (1,2, 3,4, 5,...)
Die Folge (b )nen der Zweierpotenzen ist:

(bn)nEN = (1, 2, 4, 8, 16, . )

Frage
Verstandnisaufgabe

Schreibe diese Folgen in der gerade kennengelernten Folgenschreibweise!
1. Folge der Quadratzahlen

2. Folge der positiven ungeraden Zahlen

1. (an)nen = (1, 4, 9, 16, 25,...)

2. (bn)nen=1(1,3,5,7,9,...)
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6.3 Wichtige Begriffe

6.3 Wichtige Begriffe

Die einzelnen Elemente a, einer Folge werden Folgenglieder genannt. Dabei
werden die Folgenglieder mit einer natlrlichen Zahl n durchnummeriert. Die-
se natlrliche Zahl nennt man Index. So ist beispielsweise a4 das Folgenglied
zum Index 4.

Flr eine Folge mit Elementen aus der Menge M ist ein Folgenglied ein konkre-
tes Element aus der Menge M.Nehmen wirdie Folge (1, 1, 1, 2, 3, 4, 5, 6,...).
Das Folgenglied a; ist das identische Objekt wie a2 oder a3, namlich die Zahl
1.

Meint man die gesamte Folge, schreibt man (a,),, .. Zwei Kurzschreibwei-
sen fUr (an),cy sind (an)n und (an). Haufig wird der Buchstabe n als In-
dexvariable genutzt. Jeder Buchstabe kann aber als Indexvariable verwendet
werden, solange er im jeweiligen Kontext keine andere Bedeutung hat. So
sind auch die Schreibweisen (a;),.y oder (ax), .y Mmoglich.

In der Analysis 1 betrachten wir vor allem Folgen mit reellen Zahlen als
Folgenglieder. Diese speziellen Folgen nennt man reelle Folgen. In folgender
Ubersicht und in folgender Tabelle sind alle wesentlichen Begriffe zu den
Bestandteilen von Folgen zusammengefasst:

Folge
(an)nEN = (aly \ai/ , a3, a 4 )
Folgenglied Index
Begriff Schreibweise Definition
Folge (an)nen oder kurz (a,) Eine Folge ist eine
unendliche Abfolge
von Objekten.
Folgenglied an Ein Folgenglied ist ein

konkretes Objekt, das
in der Folge an einer
bestimmten Stelle
vorkommt.

61



Kapitel 6 Definition

Index n Der Index ist eine
naturliche Zahl, die
die Folgenglieder
durchnummeriert.

Warnung

Einige Studenten stellen sich untereiner reellen Folge eine kontinuierliche
Funktion vor (insbesondere, wenn sie diese zeichnen wollen). Dies ist
jedoch falsch, da eine reelle Folge nur aus einer Abfolge einzelner reeller
Zahlen besteht. Dies demonstriert die folgende Gegenuberstellung der
harmonischen Folge (an)nen = (3;),.cy = (1535 5:---) Mitder Funktion
f:RY = R* mit f(z) = 1. Beachte, dass es bei der harmonischen Folge
im Gegensatz zur Funktion f(z) = 1 nur diskrete Werte (einzelne Punkte)
im Graphen gibt:

Die harmonische Folge, definiert Zum Vergleich: Die Funktion
durch a, = X, hat nur diskrete f(z) = 2 mitdem
Werte. (12) Definitionsbereich der positiven

reellen Zahlen. (13)
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6.4 Definition als Funktion
Definition

Oben haben wir die Folge intuitiv als unendliche Abfolge von Objekten defi-
niert. Mit Hilfe des Funktionenbegriffs kann diese Definition konkretisiert
und vor allem mathematisch exakt formuliert werden. Hierzu nehmen wir
die Menge der natlrlichen Zahlen und ordnen jeder naturlichen Zahl n ein
beliebiges Objekt a,, zu (wobei diese Objekte aus einer Menge M stammen,
in der wir eine Folge bilden mochten). Damit erhalten wir eine unendliche
und durchnummerierte Abfolge beliebiger Objekte, wie die folgende Skizze
verdeutlicht:

air a2 a3 a4

Eine solche Zuordnung ist nichts anderes als eine Funktion N — M, al-
so eine Abbildung von den naturlichen Zahlen in eine Menge M, die alle
moglichen Folgenglieder enthalt. So haben wir bei der Folge der deutschen
Bundeskanzler die Zuordnung:

1 2 3 4 5
¢ i ! ! !
Adenauer Erhard Kiesinger Brandt Schmidt

Die ,unendliche Abfolge” von Folgengliedern konnen wir somit als eine Funk-
tion auffassen, die fur jede naturliche Zahl n angibt, was das n-te Folgenglied
sein soll:

Definition
Folge
Eine Folge in einer Menge M ist eine Abbildung

fF N> M:n— f(n)=:an
Wir schreiben (a,)nen anstelle von f.

Obige Definition nutzt nur bereits bekannte Konzepte und erfillt damit die
Anforderungen an eine mathematisch exakte Definition. Deswegen wird sie
in den meisten Lehrbuchern als Definition einer Folge verwendet.

63



Kapitel 7

Explizite und rekursive
Bildungsgesetze

Zur Definition einer Folge muss man eine Zuordnungsvorschrift angeben, die
den einzelnen Indizes die Folgenglieder zuweist. Diese Zuordnungsvorschrift
wird Bildungsgesetz der Folge (manchmal auch Bildungsvorschrift) genannt.
Diese Zuordnungsvorschrift kann im Aligemeinen sehr kompliziert sein. Da
eine Folge stets unendlich viele Glieder besitzt, kann man die Zuordnungs-
vorschrift nicht durch Aufzahlung aller Folgenglieder definieren. Stattdessen
gibt es andere Moglichkeiten wie explizite und rekursive Bildungsgesetze.

7.1 Explizite Bildungsgesetze

Bei einer expliziten Bildungsvorschrift wird ein vom Index der Folge abhan-
giger Funktionsterm angegeben, mit der man die einzelnen Folgenglieder
ausrechnen kann. Ein solches Bildungsgesetz wird meist folgendermafBen
aufgeschrieben: Fur alle n € N wird definiert

an = irgendein Term mitn

Ein Beispiel ist die Vorschrift a, = n? fir alle n € N fir die Folge aller
Quadratzahlen. Man kann diese Folge so aufschreiben:

(an)nen = (%), o = (17, 27,37, 4%,..)
=(1,4,9,16,...)
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7.2 Rekursive Bildungsgesetze

Eine explizite Bildungsvorschrift der Folge zeichnet sich dadurch aus, dass
die einzelnen Folgenglieder berechnet werden konnen, ohne andere Folgen-
glieder kennen zu mussen. Wenn man also ein bestimmtes Folgenglied
berechnen mochte, so muss man nur den gewutinschten Index in die For-
mel der expliziten Bildungsvorschrift einsetzen und den Wert dieser Formel
berechnen.

Frage
Verstandnisfrage

Wie lauten die expliziten Bildungsgesetze der folgenden Folgen?
1. Folge der Kubikzahlen

2. Folge der ungeraden Zahlen

3. Folge der Potenzen von 2

Losung:

1. an =n’firallen € N

2. bp=2n—1fuaralleneN

3. ¢, =2"furallen e N

7.2 Rekursive Bildungsgesetze

Eine rekursive Bildungsvorschrift zeichnet sich dadurch aus, dass man zur Be-
rechnung einzelner Folgenglieder die Vorganger dieser Folgenglieder kennen
muss. Dies erkennt man daran, dass in der Funktion zur Berechnung eines
Folgenglieds die vorhergehenden Folgenglieder mit auftauchen. Allgemein
kann eine reelle Folge (an)nen folgendermaBen rekursiv definiert werden:

a1 :=rfureinr e R

an+1 = irgendein Term mit n, a1, az2,...,a, firallen € N
Da man zur Berechnung einzelner Folgenglieder bereits die Vorganger ken-
nen muss, muss bei der rekursiven Definition einer Folge das erste Folgen-

glied explizit benannt werden. So ist ein Beispiel fur ein rekursives Bildungs-
gesetz:
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CL1:—6

Qn+1 = an + 2 fUrallen e N

Die erste Formel a; = —6 definiert das erste Folgenglied explizit und wird
Rekursionsanfang genannt. Durch die zweite Formel, welche man Rekursions-
schritt nennt, kann ein neues Folgenglied aus dessen Vorganger berechnet
werden. Zunachst gibt man tber den Rekursionsanfang das erste Folgen-
glied vor und berechnet dann durch wiederholte Anwendung des Rekursi-
onsschritts weitere Folgenglieder. Es ist:

a1=—6
a2 =a141 =a1+2=-64+2=—-4
az =az41 =a2+2=—-44+2=-2

a4:a3+1:a3+2272—|—2:0

Rekursive Bildungsgesetze fur Folgen sind meist einfacher zu finden als
explizite Bildungsvorschriften. Bei expliziten Bildungsvorschriften sind aber
die Eigenschaften einer Folge meist einfacher aus dem Bildungsgesetz ab-
lesbar als bei rekursiv definierten Folgen. Auch ist bei expliziten Bildungs-
vorschriften die Berechnung der Folgenglieder einfacher. Angenommen, wir
mochten das 1000-te Folgenglied berechnen. Bei einem expliziten Bildungs-
gesetz konnen wir 1000 direkt in die gegebene Formel einsetzen. Bei einer
rekursiven Bildungsvorschrift muss man erst einmal alle unbekannten 998
Vorganger ausrechnen.

Frage

Verstandnisfrage

Warum wird durch die alleinige Angabe von an+1 = a, + 2 furallen € N
keine Folge (an)nen eindeutig definiert? Es fehlt der Rekursionsanfang. Je
nach Wahl des Rekursionsanfangs ergibt sich eine andere Folge. So erhal-
ten wir mit a; = —6 die Folge (an)nen = (-6, —4, —2, 0, 2, ...) und Uber
die Wahl a1 = 10 ergibt sich die Folge (an)nen = (10, 12, 14, 16, 18, ...).
Beide Folgen erfullen die Bedingung an+1 = a, + 2 fir allen € N, sind
aber unterschiedlich. Es ist also wichtig, den Rekursionsanfang immer
mit anzugeben.
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7.3 Beispiele zur Bildung von Folgen

Beispiel
Angabe eines Funktionsterms (Explizite Bildungsvorschrift)

Wir definieren die Folge (an)nen in N durch a, := n® + 7firallen € N.
Statt (ax )nen schreiben wir auch (n® 4 7),en.

Beispiel
Berechnung eines Folgenglieds in Abhangigkeit von vorherigen Fol-
gengliedern (Rekursive Bildungsvorschrift)

Wir definieren die Folge (an)nen in R durch a; := 1 und furallen > 2
setzen wir a,, := (a,—1+ 1) Dies ist eine Rekursionsvorschrift fir die Folge

(@n)nen.

Wenn wir das n-te Folgenglied ausrechnen wollen, kdnnen wir zuerst
az = (a1 + 1)? aus a; berechnen. AnschlieBend kénnen wir a3 aus as
berechnen, indem wir den Term a3 = (a2 + 1)? ausrechnen. Das machen
wir solange, bis wir bei n angekommen sind. Also wird durch die obige
Rekursionsvorschrift eindeutig eine Folge definiert.

Beispiel

Folge der Primzahlen

Definiere die Folge (pn)nen = (2,3,5,7,11,...) in N als die aufsteigende
Folge der Primzahlen, d.h. es soll p, < pny1 fur allen € N gelten und
{pn : n € N} soll die Menge aller Primzahlen sein.

Diese Definition hort sich sehr abstrakt an und es ist nicht klar, wie man
ein bestimmtes Folgenglied ausrechnet. Dennoch wird dadurch eindeutig
eine Folge definiert. Das zeigt die folgende Uberlegung:

Die Menge aller Primzahlen ist eine Teilmenge der naturlichen Zahlen.
Also konnen wir die Primzahlen der GroBe nach ordnen und anschlieBend
durchnummerieren. Da es unendlich viele Primzahlen gibt, wird dadurch
jeder naturlichen Zahl n eindeutig eine Primzahl p,, zugeordnet, so dass
Pn < pn+1 fur alle n € N gilt und es fir jede Primzahl p ein n € N mit
p = pn gibt.
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Beispiele und Eigenschaften

8.1 Beispiele

Konstante Folge

Konstante Folge

Folgenglied

Beispiel einer konstanten Folge: a,, = 2 fur alle n € N (14)

Eine Folge heiBt konstant, wenn alle ihre Folgenglieder gleich sind. So ist
folgende Folge konstant:

(@n)pen = (2,2,2,2,2,...)

Mit ¢ € R lautet die allgemeine Formel einer konstanten Folge a,, := c fur
allen € N.
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Arithmetische Folgen

Avithmetische Folge

Folgenglied

Index

Beispiel fur eine arithmetische Folge: a,, = n fur allen € N (15)

Arithmetische Folgen haben die Eigenschaft, dass die Differenz zweier benach-
barter Folgenglieder konstant ist. So ist die Folge der ungeraden natlrlichen
Zahlen eine arithmetische Folge, da sie eine konstante Differenz von 2 zwi-
schen zwei Folgengliedern besitzt:

(an) =(1,3,5,7,9,11,...)

Frage

Wie lautet die allgemeine rekursive Formel einer arithmetischen Folge?
Das erste Folgenglied a; ist beliebig. Das nachste Folgenglied hat eine
konstante Differenz zu a:. Nennen wir diese Differenz d. Damit muss
a2 — a1 = dund somit az = a1 + d sein. Analog ist wegen as —ax = d
das Folgenglied a3 = a2 + d und so weiter. Damit haben wir die rekursive
Definition:

a1 € R beliebig

an+41 := an +dflrallen € N

Frage

Wie lautet die allgemeine explizite Formel einer arithmetischen Folge?
Die rekursive Formel fir die arithmetische Formel lautet a,+1 = an +d
far allen € N, wobei a1 € R vorgegeben ist. Das heiBt az = a1 + d und
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a3 =as +d= (a1+d)+d:a1+2~d.Analogista4 = a1 + 3 -d. Damit
erhalt man die explizite Formel flr allen € N:

an=a1+(n—-1)-d

Geometrische Folge

Geometische Folge

Beispiel einer geometrischen Folge: a,, = 2" fur alle n € N (16)

Bei der geometrischen Folge ist das Verhaltnis zweier aufeinanderfolgender
Folgenglieder konstant. Dabei darf kein Folgenglied O sein, da man sonst
kein Verhaltnis zum nachsten Folgenglied bilden konnte. Ein Beispiel hierfur
ist die Zahlenfolge a, = 2™ mit dem konstanten Verhaltnis 2:

(an) = (2, 4, 8, 16, 32, 64, ...)

Frage

Wie lautet die allgemeine rekursive Formel der geometrischen Folge? Das
erste Folgenglied a1 # 0 ist beliebig. Das nachste Folgenglied steht im
konstanten Verhaltnis zu a;. Nennen wir dieses Verhaltnis ¢ # 0. Damit
muss 22 = g,alsoaz = a1 -g sein. Analogistwegen 22 = g das Folgenglied
a3 = az - g und so weiter. Damit haben wir die rekursive Definition:

a1 € R\ {0} beliebig

Gp+41 = an * q
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Frage

Wie lautet die allgemeine explizite Formel der geometrischen Folge? Die
rekursive Formel fur die geometrische Folge lautet a,+1 = an - q. Das heiBt
a2 =a1-qundaz = az - ¢ = a1 - ¢°. Analog ist as = a; - ¢°. Damit lautet
die explizite Formel einer geometrischen Folge:

_ n—1
an = a1 - q

Alternierende Folgen

Alternierende Foige

Folgenglied

Index

Beispiel einer alternierenden Folge: a,, = (—1)" fir alle n € N (17)

Bei einer alternierenden Folge andert sich das Vorzeichen zwischen zwei Folgen-
gliedern. Der Begriff ,alternierend” bedeutet hier ,regelmaBiger Vorzeichen-
wechsel”. So wechselt bei der Folge a, = (—1)" der Wert immer zwischen 1
und —1, so dass diese Folge eine alternierende Folge ist. Ein weiteres Beispiel

ist die Folge an = (—=1)""' - nmit (an), oy = (1, =2, 3, =4, 5, =6, ...).

Frage

Verstandnisfrage

Welche alternierenden Folgen lassen sich in welche der 2 obigen Formen
bringen? Dies kommt darauf an, welches Vorzeichen das erste Folgenglied
hat und bei welchem Index die Folge startet. Ist das erste Folgenglied
positiv und der erste Index O (also ag ist positiv), dann lautet die Form
an = (—=1)™ - b,. Wenn ao negativ ist, dann haben wir a,, = (—=1)""" - b,,.

Wenn der erste Index 1ist, ist es genau umgekehrt.
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Sollte das erste Folgenglied 0 sein (also weder negativ noch positiv), dann
muss man die nachfolgenden Glieder betrachten.

8.2 Eigenschaften und wichtige Begriffe
Beschrankte Folge

Alternierende harmonische Folge

Folgenglied

Ein Beispiel einer beschrénkten Folge (a, = (—1)""' - 1) mit einigen

eingezeichneten Schranken. (18)

Eine Folge nennt man in der Mathematik nach oben beschrankt, wenn es eine
Zahl gibt, die die Folgenglieder nie Uberschreiten. Eine solche reelle Zahl
wird obere Schranke der Folge genannt (,diese Zahl beschrankt die Folge von
oben®). Damit ergibt sich folgende Definition einer nach oben beschrankten
Folge:

(an), ey ist nach oben beschrénkt : <= 3S€R: VneN: a, < S

Analog ist eine Folge nach unten beschrankt, wenn sie eine untere Schranke
besitzt. Es gibt also eine reelle Zahl, die die Folgenglieder nicht unterschrei-
ten. Dementsprechend ist die untere Beschranktheit definiert mit:

(an),cy ist nach unten beschrénkt : <= 3sc€R: Vne€N: a, > s

Frage
Verstandnisfrage
Was bedeutet es mathematisch, wenn man sagt, eine Folge ist nicht nach
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8.2 Eigenschaften und wichtige Begriffe

oben (bzw. nach unten) beschrankt? Hier helfen dir die obigen Definitio-
nen, die du schrittweise negierst (siehe das Kapitel Aussagen negieren ).
Du erhaltst:

(an),cy istnicht nach oben beschrénkt <= VS €R: dneN: ay, > S

Dies heiBt Ubersetzt: Fur alle reellen Zahlen S gibt es mindestens ein
Folgenglied, das groBer als diese Zahl S ist. Analog ist:

(an),cy ist nicht nach unten beschrénkt <= Vs cR: Ine€N: a, <s

Und damit: Fir alle reellen Zahlen s gibt es mindestens ein Folgenglied,
das kleiner als diese Zahl s ist.
Wenn eine Folge sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt ist,
nennt man diese Folge beschrankt. Damit haben wir die Definitionen:

obere Schranke: Eine obere Schranke ist eine Zahl, die groBer als jedes
Folgenglied einer Folge ist. S ist eine obere Schranke von (ay)rcn, wenn
an < S furallen € Nist.

nach oben beschrankte Folge: Eine Folge ist nach oben beschrénkt, wenn
sie irgendeine obere Schranke besitzt.

untere Schranke: Eine untere Schranke ist eine Zahl, die kleiner als jedes
Folgenglied einer Folge ist. s ist eine untere Schranke von (ay)nen, wenn
an > sflrallen € Nist.

nach unten beschrankte Folge: Eine Folgeistnach unten beschrankt, wenn
sie irgendeine untere Schranke besitzt.

beschrankte Folge: Eine Folge ist beschrankt, wenn sie sowohl nach oben
als auch nach unten beschrankt ist.

Hinweis

Eine obere Schranke muss nicht zwangslaufig die kleinstmogliche, obe-
re Schranke sein und eine untere Schranke nicht unbedingt die groBt-
mogliche! Wenn zum Beispiel eine Folge nach oben durch 1 beschrankt
ist, ist sie auch durch 2, 44, 123 und 502 nach oben beschrankt. Um die
Beschranktheit einer Folge nach oben zu zeigen, reicht es, irgendeine
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beliebige obere Schranke anzugeben (auch wenn sie noch so groB sein
sollte).

Frage
Verstandnisfrage

Welche der folgenden Typen von Folgen ist unter welchen Voraussetzun-
gen beschrankt, nach oben beschrankt oder nach unten beschrankt?

1.

2.

5.

6.

konstante Folge

arithmetische Folge
geometrische Folge
harmonische Folge
alternierende harmonische Folge

Fibonacci-Folge

Losung:

1.

2.
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konstante Folge: Beschrankt.

arithmetische Folge: Flir d > 0 ist die Folge nach unten durch ag
beschrankt und nach oben unbeschrankt. Fiir d < 0 ist die Folge nach
oben durch ao und nach unten unbeschrankt. Fir d = 0 ist die Folge
konstant und damit beschrankt.

geometrische Folge: Flir ¢ = 1ist die Folge konstant, daher beschrankt.
Firg > lundag > Oistdie Folge nach unten (durch ao) beschranktund
nach oben unbeschrankt. Fir ¢ > 1 und ap < 0 ist es umgekehrt: Die
Folge ist nach oben durch ag beschrankt und nach unten unbeschrankt.
Fur g < —1 ist sie weder nach oben noch nach unten beschrankt. Fur
0 < g < 1lundap > 0istsie beschrankt (nach oben durch ap und nach
unten durch 0). Fir 0 < g < 1und ap < 0 ist sie ebenfalls beschrankt,
diesmal aber nach unten durch ag und nach oben durch 0. Auch fur
—1 < g < O ist sie beschrankt: Nach unten durch a; und nach oben
durch ap fur ap > 0 und umgekehrt nach unten durch ap und nach
oben durch a; flirag < 0.
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4. harmonische Folge: Die harmonische Folge (an), oy =
(nach oben durch a; = 1 und nach unten durch 0).

Listbeschrankt

5. alternierende harmonische Folge: Beschrankt: Nach oben durch a-
und nach unten durch a; fir a, = (—1)" - X bzw. nach oben durch b
und nach unten durch by fiir b, = (—=1)"*". 1

6. Fibonacci-Folge: Nach unten beschranktund nach oben unbeschrankt.

Monotone Folgen

Folgen werden auch nach ihrem Wachstumsverhalten unterschieden: Wer-
den die Folgenglieder einer Folge immer groBer (also jedes nachfolgende
Folgenglied an+1 ist groBer als ay), so nennt man diese Folge eine streng mo-
noton wachsende Folge. Analog heiBt eine Folge mit immer kleiner werdenden
Folgengliedern streng monoton fallende Folge. Wenn man bei diesen Begrif-
fen auch zulassen mochte, dass eine Folge zwischen zwei Folgengliedern
konstant sein darf, nennt man die Folge monoton wachsende Folge oder mono-
ton fallende Folge. Merke dir: ,streng monoton® bedeutet so viel, wie ,immer
groBer” oder ,immer kleiner” werdend. Demgegentber bedeutet ,monoton®,
ohne das ,streng”, so viel wie ,immer groBer werdend oder konstant blei-
bend” bzw. ,immer kleiner werdend oder konstant bleibend®. Wir erhalten
folgende Definition:

Definition
monotone Folgen

Fur eine reelle Folge (an) definieren wir:

neN

(an), ey Wachst streng monoton <= Vn € N: apt1 > an

(an), ey Wachst monoton &= YneEN: any1 > an

(an), ey fallt streng monoton <= VneN: ant1 <an

(an),cn féllt monoton <= YneN: ant1 <an
Frage

Verstandnisfrage

Welche der folgenden Typen von Folgen ist unter welchen Voraussetzun-
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gen monoton fallend und monoton steigend? Welche besitzen ein stren-
ges Monotonieverhalten?

1.

2.

S.

6.

konstante Folge

arithmetische Folge
geometrische Folge
harmonische Folge
alternierende harmonische Folge

Fibonacci-Folge

Losung:

1.

konstante Folge: Gleichzeitig monoton fallend und steigend, aber kein
strenges Monotonieverhalten.

arithmetische Folge: Fir d > 0 ist die Folge streng monoton steigend.
Fir d < 0 ist die Folge streng monoton fallend. Fir d = 0 ist die Folge
konstant.

geometrische Folge: Fliir ¢ > 1 und ap > 0 streng monoton steigend
und flirap < 0 streng monoton fallend. Fir0 < ¢ < 1und ag > 0 streng
monoton fallend und flir ap < 0 streng monoton steigend. Fiir ¢ < 0 ist
die Folge weder monoton steigend noch fallend. Fiir ¢ = 1 ist die Folge
konstant.

harmonische Folge: Streng monoton fallend.

alternierende harmonische Folge: Weder monoton steigend noch fal-
lend.

Fibonacci-Folge: Monoton wachsend.



Konvergenz
und Divergenz



Kapitel 9

Definition Grenzwert

In diesem Kapitel wird das Konzept des Grenzwerts (auch Limes genannt) bzw.
der Konvergenz einer Folge eingeflihrt. Da Begriffe wie Stetigkeit, Ableitung und
Integral mithilfe des Grenzwertbegriffes definiert werden, ist der Grenzwert
sehr wichtig. Er bildet damit das Ruckgrat der Analysis.

9.1 Intuition hinter der Idee der Konvergenz

Intuition hinter dem Begriff Erklarungsvideo zur
Konvergenz (Youtube-Video von Folgenkonvergenz. (YouTube-Video
Math-Intuition) (19) vom Kanal Quatematik ) (20)

Um eine mathematische Definition des Grenzwerts zu finden, sollten wir
zunachst eine intuitive Idee fir diesen Begriff bekommen. Schauen wir uns
dafiir die harmonische Folge (1), _, an. Sie hat die Folgenglieder

1
n

1,

N[
Wl
=
=
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9.2 Herleitung der Definition des Grenzwerts

Diese nahern sich von oben immer mehr der Null an und man kann intuitiv
sagen:

e Die Folge geht beliebig nah an 0.

e Je groBer n ist, desto mehr nahert sich a,, = % der 0 an.
+ Die Folge a, = L strebt gegen 0.

 Die Folge an, = ;- erreicht im Unendlichen die 0.

Alle diese Erklarungen beschreiben intuitiv, was wir in der Analysis den Grenz-
wert einer Folge nennen. In diesem Fall ist 0 der Grenzwert der harmonischen

Folge (%)nEN.

9.2 Herleitung der Definition des Grenzwerts
Erste Schritte

Um als Mathematiker mit dem Begriff des Grenzwerts arbeiten zu konnen,
brauchen wir eine klare und exakte Definition. Diese konnen wir finden, in-
dem wir mit einer intuitiven Idee starten und diese so lange konkretisieren,
bis wir eine exakte mathematische Definition haben. Die Konkretisierung
erfolgt so lange, bis wir eine Formulierung finden, die nur noch bereits defi-
nierte Begriffe enthalt. Fangen wir mit der folgenden intuitiven Beschreibung
des Grenzwerts an:

~Eine Folge hat einen Grenzwert a, wenn ihre Folgenglieder beliebig nahe
an a gehen.”

Was bedeutet ,beliebig nahe” im obigen Satz? Wir konnen es so Ubersetzen:
Stellen wir uns die Folgenglieder in einem Koordinatensystem vor, wobei auf
der z-Achse die Indizes n und auf der y-Achse die Werte der Folgenglieder
an stehen. Jedes Folgenglied wird durch einen Punkt in diesem Koordina-
tensystem dargestellt. Den Grenzwert a veranschaulichen wir durch eine
gestrichelte Linie.
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Wenn die Folgenglieder nun ,beliebig nahe” an a herangehen, wird der Ab-
stand zum Grenzwert immer kleiner. Nun nehmen wir einen sehr schmalen
»Schlauch® (man kann es sich wie einen Gartenschlauch vorstellen), der den
Radius € hat. Diesen ,fadeln® wir von rechts Uber den Grenzwert. Solange
der Abstand der Folgenglieder zum Grenzwert kleiner als der Schlauch dick
ist, kann man den Schlauch noch weiter nach links schieben. Alle Punkte
befinden sich immer noch innerhalb des Schlauches. Sobald ein Punkt aber
einen groBeren Abstand zum Grenzwert hat, kann er nicht mehr innerhalb
des Schlauches liegen. An dieser Stelle missen wir aufhéren, den Schlauch
weiter aufzufadeln.

A
e ate
g \ 'a
\/ ae
an,
t > N

Der Punkt ay, ist das Folgenglied, ab dem alle spateren Folgenglieder (also
mit Index groBer gleich Nyg) innerhalb des Schlauches liegen. Direkt vor ax;,
liegt ein Punkt, der auBerhalb des Schlauchs liegt. Wenn wir den Schlauch
jetzt dinner machen, kénnen vielleicht nicht mehr alle Punkte innerhalb
des Schlauches liegen, die vorher im groBen Schlauch lagen. Deshalb kann
man den dliinnen Schlauch nicht mehr so weit nach links schieben, wenn
noch alle Punkte innerhalb des Schlauches liegen sollen. Jedoch ist es auch
bei ihm moglich, dass fast alle Folgenglieder ,eingefangen” werden kdnnen:
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Nun ist der Punkt, der nicht mehr in den dlinneren Schlauch passt, weiter
rechts als im vorherigen Bild. Das neue erste Folgenglied im Schlauch nen-
nen wir ay, . Alle Folgenglieder mit einem Index groBer gleich V1 liegen in
dem dinneren Schlauch.

Dieser Schlauch hat keine nadhere mathematische Bedeutung. Wir haben
ihn nur verwendet, um zu zeigen, dass die Folgenglieder immer naher an
der gestrichtelten Linie liegen. Sie gehen also immer naher an a heran und
insbesondere auch nicht mehr weiter weg, da sie ja ab einem bestimmten
Index alle innerhalb des Schlauches liegen, egal wie diinn dieser ist. Haben
wir das verstanden, brauchen wir den ,Schlauch® nicht mehr. Was bisher
unser beliebig dliinner Schlauch mit Radius e war, werden wir e-Umgebung
nennen.

In jeder Umgebung um den Grenzwert liegen fast alle Folgenglieder

Der Grenzwert ist eine Zahl, so dass fur jede e-Umgebung fast alle
Folgenglieder in dieser Umgebung um die Zahl liegen. (24)

Wir haben Indizes wie Ny bzw. N; gefunden, ab denen alle nachfolgenden
Folgenglieder innerhalb der jeweiligen e-Schlauche liegen. Machen wir den
Schlauch noch diinner, finden wir entsprechend ein N2, ab dem alle Folgen-
glieder im Schlauch liegen und so weiter. Egal wie dinn wir den Schlauch
machen, es wird immer einen Punkt geben, ab dem alle weiteren Folgenglie-
derim Schlauch liegen.
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Da solche Startindizes wie Ny natirliche Zahlen sind, kann es nur endlich
viele Folgenglieder geben, die auBerhalb des Schlauches liegen (namlich
héchstens Ny — 1 Folgenglieder). Alle restlichen Folgenglieder liegen inner-
halb des Schlauchs. Da eine Folge unendlich viele Folgenglieder hat, kann
man die endlich vielen Glieder, die auBerhalb liegen, vernachlassigen und
sagen, dass fastalle Glieder innerhalb des Schlauches liegen. Das geht selbst,
wenn das Ny sehr groB3 ist. Denn in Relation zu unendlich vielen Folgeglie-
dern, die innerhalb des Schlauchs liegen, sind endlich viele Folgeglieder
auBerhalb des Schlauchs wenig —egal wie groB Ny ist. Das zu verstehen ist
wichtig, um den Grenzwertbegriff zu verstehen.

Wir haben also herausgefunden, dass fast alle Folgenglieder in dem Schlauch
liegen, egal wie diinn dieser ist. Das heiBt, dass die Folgenglieder immer
naher an den Grenzwert a herangehen. Und das ist es, was den Grenzwert
ausmacht. Die Folgenglieder a,, liegen beliebig nah am Grenzwert a, wenn
wir hinreichend groBe n betrachten.

Was bedeutet ,fast alle“?

Dazu stellen wir uns ein Koordinatensystem vor, auf dem unendlich viele
Folgenglieder einer konvergierenden Folge dargestellt sind. Nun nehmen wir
einen e-Schlauch und fadeln ihn von rechts Gber den Grenzwert ein. Dann
passt eine endliche Anzahl an Folgengliedern nicht in den Schlauch, weil der
Abstand zum Grenzwert a nicht klein genug ist. Jedoch liegen unendlich viele
Folgenglieder innerhalb des Intervalls (a — €, a + €) und damit im e-Schlauch.

Die Anzahl der Folgenglieder, die innerhalb des Intervalls (a — €, a + ¢€) lie-
gen, ist also Uberwaltigend groB im Vergleich zur Anzahl der Folgenglieder
auBerhalb dieses Intervalls. Man sagt daher, dass fast alle Folgenglieder im
Intervall (a — ¢, a + €) liegen.

Wenn ,fast alle” Folgenglieder im Intervall (a — ¢, a +€) liegen, so bedeutet es,
dass ,alle bis auf endlich viele* Folgenglieder ein Element dieses Intervalls
sind.

Verfeinerung der mathematischen Definition

Insgesamt konnen wir definieren:
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.Eine Folge hat einen Grenzwert a, wenn es fur jede e-Umgebung von a,
also]a—e€,a+ €[, ein Folgenglied gibt, ab dem alle folgenden Folgenglieder
Elemente der Umgebung sind.”

Obige Aussage konnten wir als mathematische Definition des Grenzwerts
verwenden. Jedoch ist es sinnvoll, diese Definition noch weiter zu formalisie-
ren.

Nun ist ein Folgenglied a,, genau dann ein Element von (a — €, a + €), wenn
lan — a] < eist. Also:

~Eine Folge (an), oy hat einen Grenzwert a, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein
Folgenglied an gibt, ab dem fur alle folgenden Folgenglieder a,, die Un-
gleichung |a, — a| < eerfllltist.

Den Teil ,es gibt ein Folgenglied, ab dem gilt ..“ kdnnen wir umformulieren zu
~€s gibt eine natlrliche Zahl N, so dass fir alle a,, mitn > N gilt..“. Somit:
~Eine Folge (an), .y hat einen Grenzwert a, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine

natlrliche Zahl N gibt, so dass |a, — a| < e fUr allen > N ist.

Dies ist dann auch die mathematische Definition des Grenzwerts.

9.3 Definition des Grenzwerts

Definition
Grenzwert
Eine Folge (an),cy besitzt einen Grenzwert a, wenn es zu jedem e > 0
einen Folgenindex N € N gibt, so dass flr alle Folgenglieder a,, mitn > N
die Ungleichung |a, — a| < e erfillt ist. Es ist also genau dann a ein

Grenzwert von (an),, . Wenn gilt:

Ve > 03N € NVn > N : |a, —a| <€

Kommentiert lautet die pradikatenlogische Definition des Grenzwerts:
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Ye>0: dN e N: Vn > N :
——— —— ———

Zu jeder Schranke e>0 existiertein Index N so dass flr alle Indizes n> N
lan —a| <€
N———

der Abstand von ap, zu a kleiner als € ist

Es folgen einige Definitionen im Zusammenhang mit dem Grenzwert:

Konvergenz: Eine Folge heiBt konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt.
Man sagt auch, dass eine Folge gegen a konvergiert, wenn sie den Grenzwert
a besitzt.

Divergenz: Eine Folge nennt man divergent, wenn sie keinen Grenzwert be-
sitzt.

Nullfolge: Eine Nullfolge ist eine konvergente Folge mit dem Grenzwert 0.

Wenn eine Folge gegen a konvergiert, schreibt man lim, . an, = a oder
#an — a furn — oo“. Man spricht hier ,Limes von a,, fur n gegen unendlich
ista®

Frage

Wie lautet die Aussage in Pradikatenlogik daflr, dass eine Folge (an)nen
konvergiert? Wie oben besprochen, ist die Aussage dafur, dass eine Folge
(an)nen den Grenzwert a besitzt, folgende:

Ve >03IN € NVn > N :|an —a| <e

Wenn man nur die Konvergenz haben will, dann ist die Aussage entspre-
chend:

Ja € RVe > 03N e NVn > N : |an, —a| <€

Frage

Wie lautet die Aussage in Pradikatenlogik daflr, dass eine Folge (an)nen
divergiert? Hierzu muss obige gefundene Aussage negiert werden. Es
werden dabei All- zu Existenzquantoren und umgekehrt. Die negierte
Aussage lautet:
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Va € R3e >0VN € NIn > N : |a, —a| > €

In Worten: Zu jedem a € R gibt es eine reelle Zahl ¢ > 0, so dass es fur
alle N € Neinn > N mit |a, — a| > e gibt.
Hinweis

FUr den Betrag gilt | — z| = |z|. Dementsprechend ist
lan —al =] = (a —an)| = |a — ax|
Es ist also egal, ob wir |a,, — a| oder |a — a,| in der Definition verwenden.

Hinweis

Aus der Definition der Konvergenz folgt unmittelbar, dass (a»)nen genau
dann gegen a konvergiert, wenn (|a, — a|)nen eine Nullfolge ist. Wenn
namlich (Jan — a|)nen gegen 0 konvergiert, dann ist per Definition

Ve > 03N e NVn > N : ||lan —a| — 0| = |lan — al|| = |an —a| < €

Dies entspricht aber der Definition dafir, dass (an)nen gegen a konver-
giert. Konvergiert umgekehrt (a»)nen gegen a, so gilt per Definition

Ve >03IN € NVn > N :|an, —a| <€

Somit gilt auch ||a, — a| — 0] = |lan — a|| = |an — a| < € mit gleichen
Quantoren und gleicher Variablendeklaration, also konvergiert (Ja, —
al)nen gegen 0

Warnung

Im Studium begegnet man hin und wieder der Fehlvorstellung ,Eine Folge
divergiert genau dann, wenn sie unbeschrankt ist.“ Diese Aussage ist
falsch!

Der intuitive Denkfehler dahinter ist wahrscheinlich oft der voreilige
Schluss:,Das GegenteilvonVe > 0... |an—a| < €istVe > 0 ... |an—a| > ¢,
also muss (an )nen beliebig groB werden.” Dies entspricht aber nicht der
hergeleiteten Definition flr Divergenz von oben!
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Zwar ist jede unbeschrankte Folge divergent (siehe hierzu das Kapitel
Unbeschrankte Folgen divergieren), aber nicht jede divergente Folge muss
zwangslaufig unbeschrénkt sein. Ein Beispiel hierfiristdie Folge ((—1)"),,cy =
(-1,1,-1,1,-1,1,...), welche beschrankt und divergent ist.

9.4 Erklarung der Konvergenz

Neben der obigen Herleitung gibt es eine weitere Intuition fur den Grenzwert-
begriff: Die GroBe |a, — a| ist der Abstand zwischen dem n-ten Folgenglied
und a. Sie ist ein MaB fur den Fehler bzw. Unterschied zwischen a,, und a. Die
Ungleichung |a, — a| < € bedeutet also, dass der Fehler zwischen a,, und a
garantiert kleiner als der Maximalfehler € ist. Damit kann die Definition des
Grenzwerts folgendermaBen gedeutet werden: Egal was flr einen Maximal-
fehler e > 0 man vorgibt, fast alle Folgenglieder haben einen Unterschied
kleiner als e vom Grenzwert a. Der Fehler |a,, —a| zwischen den Folgengliedern
und dem Grenzwert wird also beliebig klein.

Diese Interpretation kann auch durch die Wahl der Variablen gestutzt werden.
Augustin-Louis Cauchy , auf den obige Definition zuriickgeht', kénnte mit e
das franzésische Wort ,erreur” fiir ,Fehler” gemeint haben?.

'siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Augustin-Louis Cauchy#Professor an der Ecole polytechni-
que

2siehe http://web.archive.org/web/20130302094052/http://matheguru.com/analy-
sis/24-grenzwerte.html
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9.5 Beispiel: Konvergenz der harmonischen Folge

9.5 Beispiel: Konvergenz der harmonischen Folge

Die ersten zehn Folgenglieder der harmonischen Folge (25)

Schauen wir uns das Ganze bei der harmonischen Folge mit dem allgemei-
nen Glied a,, = % an. Diese konvergiert intuitiv gesehen gegen 0. Sie musste
also auch die obige Definition flr Konvergenz gegen 0 erfullen.

Nimm zum Beispiel e = 1.Ab dem dritten Folgenglied as =  ist der Abstand
von a, zu O kleiner als € = % Damit liegen ab dem dritten Folgenglied alle
weiteren Folgenglieder in der e-Umgebung | — 3, 3 [. Fire = {5 ist der Abstand
der Folge zu 0 abn = 11 und fir e = 0,00001 ab n = 100001 kleiner als das
jeweils gewahlte e.

Machen wir das nun ganz allgemein und denken uns ein beliebiges € > 0.
Aus dem archimedischen Axiom folgt, dass es ein N € N gibt, so dass % <e€
flr alle n > N ist. (Siehe Archimedisches Axiom mit der Wahl von z = 1 und
= %.) Ab diesem N liegen alle folgenden Folgenglieder in der e-Umgebung
— ¢, ¢[. Dementsprechend ist der Grenzwert der harmonischen Folge gleich

o—w

9.6 Der Grenzwert ist eindeutig

Satz
Eindeutigkeit des Grenzwerts

Jede konvergente Folge besitzt nur einen einzigen Grenzwert.

87



Kapitel 9 Definition Grenzwert

Erklarung
Eindeutigkeit des Grenzwerts

Dieser Satz macht Ausdrlcke wie lim,, .« a» erst sinnvoll. Stell dir vor, es
gébe eine Folge (b ),y Mit mehr als einem Grenzwert. Dann kénntest du
dem Ausdruck lim,_, b, keine eindeutige Zahl zuordnen, weil du nicht
weiBt, welchen der Grenzwerte lim,,_, o b, bezeichnen soll. Weil nun aber
(bn),,cy Maximal einen Grenzwert besitzt, ist stets klar, dass limy 00 by
diesen eindeutigen Grenzwert bezeichnen soll (unter der Voraussetzung
natirlich, dass (bn), oy konvergiert). Dank des obigen Satzes kann man
von ,dem Grenzwert“ und nicht nur von ,einem Grenzwert” sprechen.

Losungsweg
Eindeutigkeit des Grenzwerts

Den Satz werden wir indirekt Gber einen Widerspruchsbeweis zeigen.
Hierzu gehen wir davon aus, dass es eine konvergente Folge (an ),y Mit
zwei verschiedenen Grenzwerten gibt. Diese Annahme muissen wir nun
zum Widerspruch fuhren.

Nennen wir die beiden Grenzwerte a und b. Um den Widerspruch zu finden,
konnen wir folgende Methode verwenden: Wir konnen versuchen, den
Gegensatz von dem, was wir eigentlich zeigen wollen, zu beweisen. Dieser
Versuch ist natlrlich zum Scheitern verurteilt. Wenn wir aber verstehen,
warum der Versuch scheitert, dann gibt uns das Hinweise, wie wir den
eigentlichen Beweis zu fUhren haben. Versuchen wir also zu beweisen,
dass es eine Folge mit zwei verschiedenen Grenzwerten gibt.

Nimm also ein Blatt Papier und zeichne eine Zahlengerade ein. Markiere
nun zwei verschiedene Zahlen auf der Zahlengerade, die unsere zwei
Grenzwerte a und bdarstellen sollen. Versuche nun eine reelle Folge auf der
Zahlengeraden zu finden, die gleichzeitig gegen beide Zahlen konvergiert
(Denk daran, dass deine Zahlenfolge ab einem bestimmten Folgenglied
in jeder noch so kleinen Umgebung um a beziehungsweise um b sein
muss). Fir Umgebungen von a und b, welche sich nicht Uberlappen, ist es
unmaoglich, dass sich dort fast alle Folgenglieder befinden. Die folgende
Zeichnung verdeutlicht das Problem.
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a-g a a+e b-g b b+e

Wenn man also e so klein wahlt, dass sich Ja—e, a+e€[und Jb—¢, b+¢[ nicht
Uberschneiden, dann sollte sich ein Widerspruch ergeben. Wir wahlen e =
@.Wirwissen,dass eseina, geben muss, welches sowohlin|a—e, a+¢|
als auch |b — €, b + €[ liegt. Ein solches a,, kann es aber nicht geben, weil
sich die beiden Umgebungen flir e = @ nicht Gberschneiden. Einen
Widerspruch erhalten wir dann Uber die Dreiecksungleichung:

=0
—
la —b] =|a+ (—an + an) —b
= |(a = an) + (an —b)|

| Dreiecksungleichung

<la— an|+|an — b|

o=l la—b
3 3

_2Ja-y

o 3

Nach Klrzung beider Seiten mit |a — b| haben wir den Widerspruch 1 < 2.

Beweis

Eindeutigkeit des Grenzwerts

Widerspruchsbeweis: Sei (an), oy eine Folge mit mindestens zwei ver-
schiedenen Grenzwerten a und b. Damit ist |a — b| > 0. Per Definition des
Grenzwertes gibt es zwei natlrliche Zahlen N; und N> mit

|a — b|

Yn > Ni: |an —al < 3

und

¥n > Ny : \an—b|<u
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Dies folgt aus der Definition des Grenzwerts mite = ‘“3;“ Damit gilt fur

alle Folgenglieder a,, mitn > max{Ni, N2}, dass gleichzeitig |a, — a| <
@ und |a, — b < @ ist. In diesem Fall wére also

la — bl =|a+ (—an + an) — b
=|(a —an) + (an — b)|

| Dreiecksungleichung

IA

la — an| + |an — b

N

la—b  |a—bl
3 3
2-la—1b]
3

Wegen a # bist|a — bl > 0 und wir kénnen beide Seiten der obigen
Ungleichung durch |a — b| dividieren. So erhalten wir den Widerspruch

2
1<~
3

Beachte, wie wichtig es fiir den Beweis ist, dass a # bund damit |a—b| > 0
ist. Sonst hatten wir nicht beide Seiten durch |a — b| dividieren kénnen
und wir hatten nichte = @ > 0 wahlen kénnen.
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Kapitel 10

Konvergenz und Divergenz
beweisen

In diesem Kapitel wird erlautert, wie man die Konvergenz und Divergenz
einer Folge beweisen kann. Normalerweise teilt sich diese Arbeit in zwei
Arbeitsschritte auf: Zunachst versucht man auf einem Schmierblatt, eine
Beweisidee zu finden, die man danach im zweiten Schritt in einem Beweis
umsetzt und ins Reine schreibt. Dabei ist oftmals der Losungsweg auf dem
Schmierblatt ein vollig anderer als die letztendliche Beweisargumentation.
Dies werden wir auch bei den Beispielaufgaben in diesem Kapitel sehen.

Jedoch gibt es kein Schema F zur Ldsung von Grenzwertaufgaben! Auch wenn
ich dir in diesem Kapitel einige Tipps und Tricks mit an die Hand gebe und
dir im Studium auch immer wieder neue Losungen fur Konvergenzaufgaben
begegnen werden, wirst du auf Ubungsaufgaben stoBen, bei denen die bis-
her gelernten Losungsstrategien nicht funktionieren. Hier musst du selbst
kreativ werden und auf Basis der dir bereits bekannten Satze versuchen,
neue Losungswege zu finden. Dies ist aber gewollt. Denn du sollst im Mathe-
matikstudium lernen, innovative Losungsstrategien flir neue Problemtypen
zu entwickeln.
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10.1 Beweise flir Konvergenz fuhren

Beispielhafter Beweis der Konvergenz einer Folge mit der Epsilon-Definition
des Grenzwerts (27)

Allgemeine Beweisstruktur

Bevor wir uns einer konkreten Beispielaufgabe zuwenden, ist es sinnvoll, die
allgemeine Beweisstruktur fir die Konvergenz einer Folge zu verstehen. So
weill man namlich, wie der finale Beweis aussehen muss. Die Konvergenz
der Folge (an)nen gegen a wird durch folgende Aussage beschrieben:

Ve > 03N € NVn > N |an —a|] <€
Diese Aussage gibt die allgemeine Beweisstruktur vor:

Sei e > 0 beliebig. Wahle N = ... Die Zahl N existiert, weil . ..

Ve>0 N €1
Sein > N beliebig. Esist: |an, —a|] < ... <€

Yn>N

Der Satz N existiert, weil..“ kann im Ubrigen entfallen, wenn dies offensicht-
lich ist. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn N explizit angegeben wird und
klar ist, dass IV eine natlrliche Zahl ist.

Beispielaufgabe und allgemeines Vorgehen

Die Beispielaufgabe lautet
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~Konvergiert die Folge (a,)nen Mit a, = —5=? Wenn ja, gegen welchen

De

1.

2.

3.

n+1"°
Grenzwert? Beweise alle deine Behauptungen.”

r Losungsweg involviert folgende Schritte:
Grenzwert finden
notwendige Beweisschritte auf Schmierblatt finden

Beweis nach obiger Beweisstruktur aufschreiben

Grenzwert finden

Zu
we

néchst mussen wir bestimmen, ob die Folge a, = ;17 konvergiert und

Ichen Grenzwert sie im Fall der Konvergenz besitzt. Hierzu bieten sich

folgende Techniken an:

Erste Folgenglieder berechnen: Du kannst die ersten Folgenglieder be-
rechnen und gegebenenfalls in ein Diagramm einzeichnen. Moglicherwei-
se bekommst du so schon Ideen Uber die Eigenschaften der Folge und
Uber einen moglichen Grenzwert.

GroRe Folgenglieder ausrechnen: Mit einem Taschenrechner oder einem
Computer kannst du sehr groBe Folgenglieder ausrechnen. Liegen all
diese Folgenglieder in der Nahe einer bestimmten reellen Zahl? Dann
konnte diese Zahl der Grenzwert der Folge sein.

MutmaBungen anstellen: Du kannst deine Intuition verwenden, um den
Grenzwert zu erraten. Du kannst aber auch Uberlegungen anstellen, was
der Grenzwert sein musste.

Fangen wir also damit an, die ersten zehn Folgenglieder von a, = 25 zu
berechnen:

n T

1 0,5

2 0,666...
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3 0,75

4 0,8

5 0,833..
6 0,857...
7 0,875

8 0,888..
9 0,9

10 0,909..

Diese kdnnen wir in einem Diagramm einzeichnen:

Folge a_n = n/(n+1)

Wir sehen, dass die ersten Folgenglieder monoton steigen, wobei der Anstieg
zwischen den Folgengliedern immer kleiner wird. Wir kdnnen deswegen
vermuten, dass die Folge konvergiert. Ein klarer Kandidat fir einen Grenzwert
ist noch nicht erkennbar. Hierflr konnen wir hohe Folgenglieder ausrechnen,
weil diese in der Nahe des Grenzwerts liegen mussten. Es ist

a1000 = 0,99900099900. ..
und
a1000000 = 0,99999900000099 . ..

GrofBe Folgenglieder liegen also in der Nahe von 1 und deswegen liegt die
Hypothese nahe, dass 1 der Grenzwert der betrachteten Folge ist. Aber auch
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folgende Uberlegungen stltzen diese Hypothese: Wenn n sehr groB ist, dann
istn + 1 =~ n, weil die Addition von eins bei groBen Zahlen kaum etwas am
Wert dndert. Es mUsste also gelten

n_oyno_q
n+1 n

Wegen diesen Betrachtungen kommen wir zur Hypothese, dass 1 der Grenz-

wert der Folge an = 37 ist.

Warnung

Obige Argumentationen erfullen nicht die Voraussetzungen eines gultigen
Beweises. Durch sie kann nur eine Vermutung gewonnen werden, was der
Grenzwert einer Folge sein konnte. Einen Beweis musst du danach immer
gesondert fUhren.

Beweisschritte finden

Der Kern des Beweises ist die Abschatzung |a, — a|] < ... < e.Um diese
zu finden, fangt man am Besten mit dem Betrag |a, — a| an und versucht
diesen so lange zu vereinfachen und nach oben abzuschatzen, bis man
einen Ausdruck findet, der kleiner als € ist. Bei den Abschatzungen durfen
wir beliebige Bedingungen flr n der Form n > N stellen, wobei N eine
natlrliche Zahl ist, die nur von € und a abhangen darf (IV darf also nicht von
an abhangen!).

Frage

Verstandnisfrage

Warum darf N nicht von a, abhangen? Schaut man sich die obige Be-
weisstruktur an, wird hier n so definiert, dass n > N ist. Was n sein kann,
hangt alsovon N ab.Wenn nun umgekehrt N auch von n abhangen wirde,
hatte man einen in sich geschlossenen Kreis von Abhangigkeiten, den
man nicht auflosen konnte: n hangt von N ab, was von n abhangt, was
von N abhangt.. und so weiter. Weil a,, von n abhangt, kann auch IV nicht
von a, abhangen, weil auch dann eine indirekte Abhangigkeit von N nach
n und somit ein in sich geschlossener Kreis von Abhangigkeiten besteht.

In der Beweisstruktur erkennen wir dies daran, dass N definiert werden
muss, noch bevor n und damit a,, bekannt ist. Es kann also nicht N von
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n abhangen, weil man sonst im Beweis N mit Hilfe der GroBe n bzw. a,,
angeben musste, ohne dass diese GroBen definiert waren. Widerspruch!

Auch in der Definition der Konvergenz konnen wir es erkennen:
Ja € RVe >0 Vn > N lan, —al <€

darf nurvon dem abhangen, was vor ihm steht: also a und e. Die Variable
n wird nach V eingeflhrt. Damit darf V' nicht von n oder a,, abhangen.

Auch kann man probieren, |a, — a| < € nach n umzustellen, um die ge-
wilnschte Bedingung fur n zu finden. Jedoch muss man hier darauf achten,
dass man nur Aquivalenzumformungen verwendet. Am Ende miissen ndm-
lich alle Umformungen auch in die Gegenrichtung gefuhrt werden kénnen,
damit man im Beweis aus n > ... wieder die Zielungleichung |a, — a|] < €
zeigen kann. In diesem und nachsten Kapitel sind daflir einige Beispiele.

Kehren wir zur obigen Beispielaufgabe zurlck und fangen an, ’1 - o

zZu
vereinfachen:

1_ n _ n+17 n _In+1-—n
n+1| |n+1 n+1| n-+1
_ 1 1
T n+1| n+1

Von diesem Ausdruck wissen wir aufgrund des archimedischen Axioms, dass
er irgendwann kleiner als e ist. Das archimedische Axiom fordert namlich,
dass es firalle e > 0 ein M € Nmit §; < e gibt. Um =5 < e zu erreichen,
kannn +1 > M gewahlt werden. Dann folgt ndmlich n%rl < & < e.Damit
reicht es, wenn n die folgende Bedingung erfullt:

n+1 >M
& n >M-—1

Damit haben wir die gewlinschte Abschatzung mit der einzigen Bedingung
n > M — 1. Wir wahlen im Beweis also N = M — 1, wobei M, wie oben
genannt, mit dem archimedischen Axiom gewahlt wird.

Beweis aufschreiben

Wir schreiben nun den Beweis ins Reine (zur Ubung kannst du selbst probie-
ren, den Beweis nach dem obigen Schema aufzuschreiben):
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Beweis

Sei e > 0 beliebig. Nach dem archimedischen Axiom gibtes ein M € N
mit & < e. Wahle N = M — 1.Furallen > N gilt:

1_ n _ n+17 n _In+1—-n
n+1| |n+1 n+1| n+1
1 1 1
= = < —
n+1‘ nirl M€

Wenn wir den Beweis und den Losungsweg miteinander vergleichen, dann
sehen wir, dass sie vollig verschieden formuliert sind. Im Beweis scheint die
Wahl von M und N vom Himmel zu fallen, weil ohne bekannten Losungsweg
nicht klar ist, warum man diese Zahlen so wahlen sollte. Dies zeigt, dass
man niemals den Beweis eines Mathematikers mit dem Losungsweg zum
Beweis verwechseln sollte!

Ubungsaufgabe

Wi

rempfehlen euch, genau wie eben beschrieben, die folgende Aufgabe zu

versuchen.

298

Ubung
Konvergenz einer Folge

Beweise, dass die Folge (an)nen Mit a, = $55 konvergiert. Wie lautet ihr
Grenzwert?
Losungsweg

Konvergenz einer Folge

Wir gehen genau wie oben beschrieben vor. Zunachst bendtigen wir einen
Grenzwert:

Losungsschritt: Grenzwert finden Wir kdnnen wie oben die ersten Fol-
genglieder ausrechnen, oder wir Uberlegen uns gleich folgendes: Fir sehr
groBe n gilt fur den Zahler der Folge 1 — 2n ~ —2n, und fur den Nenner
5+ 3n ~ 3n. Insgesamt gilt daher



_1-2n
T 543n

an
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- —2n
~ 3n

2
3

falls n sehr groB ist. Unsere starke Vermutung ist somit, dass (a») gegen
den Grenzwert —% konvergiert. Nun folgt die rechnerische Vorarbeit, um
anschlieBend den Beweis sauber aufschreiben zu kénnen:

Losungsschritt: Notige Beweisschritte finden Laut der Definition der
Konvergenz mussen wir zu jedem e > 0 ein N € N finden, so dass fur

allen > N gilt: |an, —
lan — (—%)| zunéchst:

lan = (=3)]

(—2)| < e Dazu vereinfachen wir den Ausdruck

5+ 3n + 3
3(1—2n) . 2(5+3n)
35+ 3n) ' 3(5+ 3n)
3(1—2n)+2(5+ 3n)
3(5+3n)
3—6n+10+6n
15+ 9n

13
154+ 9n

1—-2n 2‘

13
154+ 9n

Nun formen wir die Ungleichung 25— < e um, zu einer Ungleichung der

Formn > ...

_18 .
15+ 9n

<= 13 < €e(15+9n)

<= 13 < 15¢ 4+ 9ne

<= 13 — 15¢ < 9ne

—n

13 — 15¢ <
9e
13 — 15¢
> 9e
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Damit haben wir eine passende Bedingung fir n, und damit auch N ge-
funden. Wahlen wir namlich N > %, was nach dem archimedischen
Axiom moglich ist, so folgt aus dem eben hergeleiteten fur allen > N:
lan — (=2)| = 15f9n < e. Damit sind wir mit unserer Vorarbeit fertig, und

mussen den Beweis nur noch in ,Mathematikerdeutsch” formulieren.

Beweis
Konvergenz einer Folge

Sei € > 0 beliebig. Nach dem archimedischen Axiom gibtesein N € N
mit N > 13515¢ Sein > N beliebig. Dann ist

1—2n [ 2\]_ 3(1—2n)+2(5+3n) | 13
5+ 3n 3/ |3(5+3n) 3(5+3n)| |15+9n
_ B
T 154+ 9n

10.2 Beweise fur Divergenz fuhren
Allgemeine Beweisstruktur

Die Divergenz einer Folge tritt per Definition genau dann ein, wenn die Folge
nicht konvergent ist. Die aussagenlogische Formulierung von Divergenz ist
also genau die Negation der Konvergenz-Definition. Daflr tauschen wir alle
Quantoren aus und andern im Teil nach den Quantoren < zu >. (Analog
wlrden wir bei Negation > zu < und = zu # umandern.) Bei Divergenz der
Folge (an)nen haben wir also folgende Aussage zu beweisen:

Va € R3e > 0VN € N3n > Nla, —a| > €

Die damit verbundene Beweisstruktur ist:

Seia € R beliebig. Wahle e = ... Die Zahl € existiert, weil . ..
VaeR e>0

Sei N € N beliebig. Wahlen = ... Es existiert n mitn > N, weil ...
VNEN In>N

Esist:|a, —a| > ... > ¢
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Hier konnen Teile des Beweisschemas weggelassen werden, wenn sie of-

fensichtlich sind. Jedoch muss die grundlegende Beweisstruktur erhalten
bleiben.

Beispielaufgabe

Geometrische Folge

Folgenglied

P R S S Y
0 1 2 3 4 5 6 7 8 o9 10
Index

Die Folge (2" )nen (29)

Schauen wir uns den Divergenzbeweis exemplarisch an folgender Aufgabe
an:

JDivergiert die Folge (an)nen mit a, = 2"7? Beweise deine Behauptung.”
Auch hier konnen wir mit den obigen Techniken (erste Folgenglieder berech-
nen, groBBe Folgenglieder ausrechnen usw.) eine Vermutung aufstellen, ob
diese Folge divergiert. Wir sehen aber schnell, dass die Folge Uber alle Gren-
zen hinweg wachst und sich dabei keiner reellen Zahl annahert. Die Folge

(an)nen sollte also divergieren. Jetzt versuchen wir, einen Beweis fur diese
Behauptung zu finden.

Losungsweg
Kern des spateren Beweises ist die zu zeigende Ungleichungskette
lan —al >...>¢€

Starten wir also wieder mit dem Betrag |a. — al. Auf einem Schmierblatt
versuchen wir diesen Ausdruck so lange zu vereinfachen und nach unten
abzuschatzen, biswireinenTerme > 0 haben.a ist dabei beliebig vorgegeben
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und wir kénnen keinen Einfluss auf den Wert von a nehmen. SchlieBlich
mussen wir den Beweis flr alle Zahlen a € R fihren.

Jedoch kénnen wir e und n frei wahlen. Es muss nur gesichert sein, dass
e > 0undn > N ist, wobei N eine beliebige naturliche Zahl ist. Da e nach
a im Beweis eingefuhrt wird, darf € von a abhangen (jedoch nicht von n).
Die natlrliche Zahl n darf sowohl von q, als auch von € abhangen. Wir kon-
nen also wahrend der Abschatzung nach unten beliebige Bedingungen an e
und n sammeln. Diese Bedingungen werden zum Schluss ahnlich wie beim
Konvergenzbeweis zusammengefasst.

Fangen wir also an mit |2" — a|. Um den Term zu vereinfachen, kdnnen wir
2™ > a fordern, weil wir dann den Betrag weglassen kdnnen. Dass fir ein
n € Ndie Ungleichung 2" > a erflllt ist, erhalten wir aus den Folgerungen
der Bernoulli-Ungleichung . Eine davon besagt:

~FUr jede Zahl p > 1 und jede Zahl M € R gibteseinn € N, so dass
p" > M ist”

Wir missen nur M = a und p = 2 setzen. So erhalten wir mit der Bedingung
2" > a:

2" —a|=2" —a

Nun muissen wir 2" — a > ¢ beweisen, also formen wir dies durch Aquiva-
lenzumformungen um:

" —a>e <= 2">a+e

So erhalten wir die neue Bedingung 2" > a + ¢, womit wir die letzte Unglei-
chung beweisen kdnnen. Fir € haben wir noch keine Bedingungen und kon-
nendamitdiese Zahl frei wahlen. Dass es tatsachlich fur jedes eein n gibt mit
2" > a+e€,liegt daran, dass wir die Folgerung aus der Bernoulli-Ungleichung
auch mit M = a+ebenutzen konnen. Wir missen nur aufpassen, dass e > 0
ist. So wahlen wir einfach € = 1. Fir n haben wir die beiden Bedingungen
2" > aund 2™ > a+e=a+ 1. Alsowahlen wir 2" > max{a, a+ 1} = a+1,
um beide Bedingungen zusammenzufassen.
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10.2 Beweise flr Divergenz flihren

Beweis aufschreiben

Nun haben wir alle notwendigen Schritte, um den Beweis zu fUhren:

* Beweis

Seia € R beliebig. Wahle e = 1. Sei N € N beliebig. Wahle n > N so,
dass 2™ > a + 1 ist. Dies ist aufgrund der Folgerungen aus der Bernoulli-
Ungleichung moglich. Es ist nun

2" —a|=2"—-a>(a+1)—a=1=¢
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Kapitel 11

Beispiele fur Grenzwerte

11.1 Ubersicht liber wichtige Grenzwerte
e limp,ueoc=cfurallece R

e limp oo = =0

lim, oo = =0 flrallek € N

o liMp_oo ,%ﬁ =(0flrallek eN

e limy,—ooq” =0flralleg e Rmit|q] <1

o limpoo Ye=1flrallec>0

e liMpseo ¥n=1

liMpse0 % = O fiiralle k € Nund z € R mit |2] > 1
o lim, 0o g™ = 0fiirallek € Nund ¢ € R mit |¢| < 1
o liMyooe 27 = 0fiiralle z € R mit [2| > 1

o liMpooo 2 =0

o limpse (14 1) =€

Hinweis

In der Analysis ist es sehr wichtig, das Wachstumsverhalten verschiede-

. . . . k
ner Folgen einschatzen zu kénnen. So folgt aus dem Grenzwert lim, o 2% =

on

0,dass die Folge (2™ )nen viel schneller wéichst als die Folge (n*) ,en. Schrei-
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1.2 Konstante Folge

ben wir a, < by flrlim, o 32 = 0, folgt aus den obigen Grenzwerten:

l<nf <" <nl<n®

11.2 Konstante Folge

+

-H

Satz
Grenzwert der konstanten Folge

Jede konstante Folge konvergiert gegen den Wert ihrer Folgenglieder:
limec=c
n—o00o

Beispiel

Grenzwert der konstanten Folge

o limpood42 =42

e limysoo —1=-—1

Losungsweg
Grenzwert der konstanten Folge

Im Kern missen wir zeigen, dass |a, — ¢| < € flir fast alle n € N erfullt ist.
Nun ist a, = cund damit |c — ¢| = 0. Da e im Beweis stets positiv ist, ist
die Ungleichung

lan —c| <€
=0
immer erflllt. Wir konnen also N frei wahlen. Legen wir N = 1 fest. Damit
wirde im Beweis stehen:

Losungsweg
Grenzwert der konstanten Folge

.Wahle N =1.Sein € Nmitn > N =1 beliebig. Es ist..

Die Formulierung klingt umstandlich, denn fur jede natlrliche Zahl gilt
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Kapitel 11 Beispiele flir Grenzwerte

n > 1. Einfacher ist der Satz:

- Losungsweg
! Grenzwert der konstanten Folge

LFurallen € Ngilt..”

Dieses Beweisfragmentist vollig ausreichend: Wenn ,fur allen € N“etwas
gilt, dann gilt es auch ,fur fast alle n € N*

* Beweis

Grenzwert der konstanten Folge

Sei a, = ceine konstante Folge und sei e > 0 beliebig. Fur allen € N (und
damit fur fast alle n € N) gilt

lan —cl=lc—c=0<e

11.3 Geometrische Folge

1.0t @ +1 /1\"
m(g)

0.8} o n

06 o .(§)"

0.4} .'.. 4

0.2; .. 0...

2 4 6 8 10 12 14

Die Folge (2)" ist eine Nullfolge. (30)

Satz

N,

. 'l’,

Firalleqg € Rmit|q] < listlim,—e g™ =0.
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11.3 Geometrische Folge

Erklarung

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung der obigen beiden Satze und
schlieBt sie ein.

Beispiel

e limpso (—3)" =0

o limnsoe (£)" =0

Losungsweg

Hier betrachten wir den Betrag |¢" — 0|, den wir als erstes vereinfachen:
l¢" =0l =1¢"| = lq|"

Mit der Bernoulli-Ungleichung kann man beweisen:

Losungsweg

N

,Zujedem 0 < a < 1 und jedem ¢ > 0 gibtesein N € Nmita™ < e

Setzen wir a = |g|. Es gibt dann ein N € Nmit|¢|Y < e.Firallen > N
folgt dann:

n __ n—N N
la|™ = [g|"" - la|” <e
<1 <e

Beweis

Sei e > 0und g € R mit |g| < 1 beliebig. Uber die Bernoulli-Ungleichung
kann man beweisen, dass es ein N € N mit [¢|Y < e gibt. Dann gilt fir
allen > N:

lg" =0l =lg"| = lq|" =|aI" " - |qgIV <€
—_——
<1 < €

Hinweis

Auch fur |g| > 1 I&sst sich die geometrische Folge auf Konvergenz unter-
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Kapitel 11 Beispiele flir Grenzwerte

suchen. Allerdings mussen wir dabei drei Falle unterscheiden:

e g =1 :Hierist (¢")nen = (1")nen = (1)nen. Mit dem ersten Beispiel
folgtlimp o0 ¢" = limpsoe 1 = 1.

e g = —1:Hiererhalten wir (¢")nen = ((—1)"), cy- Diese alternierende
Folge divergiert, wie wir in einer Ubungsaufgabe im Kapitel Aufgaben
zur Konvergenz und Divergenz bewiesen haben.

e |gq| > 1:Hierdivergiert die Folge (¢")nen. Diese Folge ist unbeschrankt.
Im Kapitel Unbeschrankte Folgen divergieren zeigen wir, dass alle unbe-
schrankte Folgen divergent sind.

11.4 n-te Wurzel von n

Satz
Grenzwert n-te Wurzel von n

Esistlim, e ¥/n =1

Losungsweg

Grenzwert n-te Wurzel von n

Der abzuschétzende Betrag ist | {/n — 1| < e. Auch hier kdnnen wir versu-
chen, die Ungleichung umzustellen, um Bedingungen fir n zu finden:

[Vn—1 <e
| ¥n>1
& Yn—1 <e
& Yn <1l+e
& n <(1+e"

(14 €)™ und n wachsen beide Uber alle Grenzen hinaus. Wir miissen also
zeigen, dass (1 + €)™ irgendwann gréBer wird als n. Sehen wir uns dazu
(1 + €)™ an.Nach dem binomischen Lehrsatz ist
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1.4 n-te Wurzel von n

= -1
1+e" = <Z>ek:1+n6+n(n2)62+...+e"
k=0

Jeder Summand dieser Summe ist groBer-gleich Null. Wenn wir zeigen
kénnen, dass n kleiner als eine Teilsumme von 1 +ne+ M 4. e
ist, wissen wir, dass n kleiner als 1 + ne + M € 4., +e =(1+¢"
ist. Wir wahlen die Summanden 1 und M E (wir werden gleich sehen,
dass diese beiden Summanden ausrelchen) und zeigen

nn—1) 5

n<1+#e

Indem wir die oben stehende Formel zeigen, wobei gleichzeitig

nn-1) 2<1+ne+wez+...+e":(1+e)”

1
Tt es 2

gilt, zeigen wir auch

<(1+e"

n(n 1) 2

Um eine Bedingung fur n zu finden, formen wirn < 1 4 € um:

n(n 1) 2

n <14+
& n—1 <n("T1)62
& 1 <362
& 2 < ne
& % <n

Uber das archimedische Axiom finden wir ein N, sodass = < n far alle
n > N gilt.

Beweis

Grenzwert n-te Wurzel von n

Seie >0 beliebig Wir wahlen N € N nach dem archimedischen Axiom
so,dass N > % ist. Sein > N beliebig. Es ist
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™

=z <n
= 2 < ne
= 1 <%e2
= n—1 <@62
= n <1-l—w€2

[ 14200 < 37 (el = (14 07

= n <(1+¢"
= Yn <l+e
= Yn—1 <e

| ¥n>1
= |¥n-1 <e

1.5 Fakultatfolge durch n”

Satz

Esgiltlim, oo 2 =

nn

0.

Beweis

Seie > 0.Wéhle N € Nso,dass N > % + 1. Firallen > N gilt dann

Jfig1f0ra|lel<:€{2,~--a"'l}undsomitIHZESl

1

<
- +1

<

1
— <€
n

o =
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Kapitel 12

Unbeschrankte Folgen
divergieren

In diesem Kapitel werden wir sehen, dass unbeschrankte Folgen divergieren
mussen. Daraus werden wir folgern, dass konvergente Folgen beschrankt
sein mlssen.

12.1 Unbeschrankte Folgen divergieren

Im Kapitel Konvergenz und Divergenz beweisen haben wir bereits gezeigt, dass
die Folge (2"), o\ divergiert. Wir hatten ausgenutzt, dass diese Folge liber alle
Grenzen hinauswachst. Wenn wir ndmlich ein beliebiges a € R festhalten,
dann gibt es ein N € N mit 2N > g+ 1. Auch fir allen € Nmitn > N ist
2" > a+ 1 und damit

2" —a|=2"—a

>(a+1)—a=1

Unendlich viele Folgenglieder von (2"), . liegen damit auBerhalb der e-
Umgebung (a — 1;a + 1). Deshalb kann (2"), . nicht gegen a konvergieren.
Sonst mussten fast alle Folgengliedervon (2"), .y in (a—1;a+1) liegen, was
aber nicht der Fall ist. Weil a beliebig gewahlt wurde, kann (2") . keinen
Grenzwert besitzen und muss also divergieren.

neN

Diese Beweisskizze konnen wir auf beliebige unbeschrankte Folgen verallge-
meinern. Wir hatten ausgenutzt, dass (2"), . beliebig groB wird. Erinnern
wir uns an die Definition einer unbeschrankten Folge:
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Kapitel 12 Unbeschrankte Folgen divergieren

Eine Folge (an)nen ist unbeschrankt, wenn es fir alle S > 0 unendlich
viele Folgenglieder a,, mit |a,| > S gibt.

Diese Eigenschaft konnen wir verwenden, um folgenden Satz zu beweisen:

Satz
Unbeschrankte Folgen divergieren

Sei (an)nen €ine unbeschrankte Folge. Fir alle S > 0 gibt es also unend-
lich viele Folgenglieder a,, mit |a,| > S. Dann muss die Folge (an)nen
divergieren.

Erklarung
Unbeschrankte Folgen divergieren

Mit diesem Satz kdnnen wir beweisen, dass eine Folge divergiert. Wenn
wir nachweisen kdnnen, dass eine Folge unbeschrankt ist, wissen wir also
sofort. dass sie divergiert.

Losungsweg
Unbeschrankte Folgen divergieren

Genau wie in der obigen Beweisskizze nehmen wir eine beliebige Zahl a
und zeigen, dass die unbeschrankte Folge (an)nen Nicht gegen a konver-
gieren kann. Daflir mlssen wir zeigen, dass |a, — a| fur unendlich viele
n € N groBer als eine fixe Zahl e > 0 ist. Wir mlssen also |a, — a| nach
unten abschatzen. Benutzen wir hierzu die umgekehrte Dreiecksunglei-
chung:

|an — af = [lan| — al|

Wir wissen, dass unendlich viele |a,| groBer sind als jede fixe Schranke
S >0, da (an)nen unbeschrankt ist. Wahlen wir S = |a| + 1. Jetzt kénnen
wir wie in der Beweisskizze oben mit (2"), . zeigen:
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12.1 Unbeschrénkte Folgen divergieren

an —a| > ||an| —al]
| lan| > lal +1 > |al
> |an| —a|
| lan| > la] +1
> (Jal +1) ~ Ja] = 1
Aus |a, —al| > 1folgt, dass a, nichtin der e-Umgebung (a—1;a+1) liegen

kann. Damit kann aber (a,)nen nicht gegen a konvergieren, was wir hier
zeigen mussen.

Beweis
Unbeschrankte Folgen divergieren

Sei (an)nen €ine unbeschrankte Folge. Sei a € R beliebig. Weil (an)nen
unbeschrénkt ist, gibt es unendlich viele Folgenglieder a,, mit |a,| >
|a] + 1. Fur diese Folgenglieder ist dann

la — al
l umgekehrte Dreiecksungleichung
> [lan| — lal]
Llan] > lal +1 > |a|
> |an| —la|
Llan] > lal +1
> (la| +1) = la| =1
Diese unendlich vielen Folgenglieder a,, liegen auBerhalb des Intervalls

(a — 1;a + 1). Damit kann (an)nen nicht gegen a konvergieren. Weil wir a
beliebig gewahlt haben, muss (an)nen divergieren.

Beispiel
Geometrische Folge

Eine Verallgemeinerung des EinfUhrungsbeispiels ist: Fur |g| > 1 di-
vergiert die geometrische Folge (¢"), cy- Nach den Folgerungen aus der
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Kapitel 12 Unbeschrankte Folgen divergieren

Bernoulli-Ungleichung gibt es zu jedem S > 0 unendlich viele n € N mit
lg"| = lg|" > S.Alsoist (¢"), cy unbeschrankt und somit divergent.

12.2 Konvergente Folgen sind beschrankt
Beweis Uber Kontraposition

Laut dem obigen Satz mlssen unbeschrankte Folgen divergieren. Mit Hilfe
von Kontraposition kdnnen wir folgern, dass konvergente Folgen beschrankt
sein mussen. Das Prinzip der Kontraposition lautet:

(A = B) < (=B = —-A)
Obiger Satz ist die Implikation:
(an)nen ist unbeschrankt = (an)nen divergiert
Also muss nach dem Prinzip der Kontraposition gelten:
= ((an)nen divergiert) = —((an)nen ist unbeschrankt)
Dies bedeutet dasselbe wie
(an)nen konvergiert = (an)nen ist beschrankt

Wer daran zweifelt, dass Kontraposition tatsachlich funktioniert, kann sich
die Wahrheitstafeln von (A = B)und (-B = —A) aufschreiben und
vergleichen. Ein kleines Beispiel ist: "Wenn es regnet (A4), wird der Boden
nass (B).” Deshalb gilt auch: "Wenn der Boden nicht nass ist (-B), kann es
nicht regnen (—A).” Aus der zweiten Implikation konnen wir umgekehrt auch
die erste folgern. Durch die Kontraposition gilt also folgender Satz, den wir
insbesondere in spateren Beweisen nutzen werden:

Satz
konvergente Folgen sind beschrankt

Jede konvergente Folge ist beschrankt. Wenn also eine Folge (an)nen
konvergiert, dann gibt es ein S > 0 mit |a,| < S furallen € N.
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dr

12.2 Konvergente Folgen sind beschrankt

Hinweis

Die Umkehrung des Satzes muss nicht gelten. Das bedeutet: Eine be-
schrankte Folge muss nicht konvergieren. Eine divergente Folge muss nicht
unbeschrankt sein.

Ein Gegenbeispiel ist die Folge ((—1)")nen. Diese Folge ist beschrankt,
jedoch nicht konvergent.
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Kapitel 13
Grenzwertsatze

Epsilon-Beweise fur Grenzwerte konnen sehr aufwendig werden. In diesem

Kapitel behandeln wir einige Satze, die die Bestimmung von Grenzwerten
vereinfachen.

13.1 Die Grenzwertsatze

Die Grenzwertsatze flr konvergente Folgen lauten:

o Satz
9 Grenzwertsatze

N,

Seien (an),,cy Und (bn),, oy ZWei konvergente Folgen mit lim, oo an = a
und limy, o0 b, = b. Sei auBerdem k € N beliebig. Es gilt

e limp5o0 |an| = |al

e limp—soo@n+bn,=a+0b

e limpsooA-an =A-afuraller eR
e limposoo@n-bp =a-b

o liMpooo a® = a®

Wenn auBerdem b # 0 und b, # 0 fur alle n € N ist, dann gilt auch
e limpseo i =3

1 an
e liMmp oo b

e
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13.2 Monotonieregel: Grenzwerte abschatzen

Firk € Nunda, > 0flrallen € Ngilt:

lim {a, = ¥a

n—00

Warnung

Diese Regeln gelten nur, wenn alle Teilfolgen, die in den Grenzwertregeln
vorkommen, konvergieren. Wenn auch nur eine dieser Folgen divergiert,
kénnen wir den Satz nicht anwenden.

Wir mUssen auBBerdem beachten, dass co und —oo keine reellen Zahlen
sind und damit auch keine glltigen Grenzwerte. Wenn also beispielsweise
limn 00 an = oo ist, dann divergiert (an ), oy Und wir kdnnen keinen der
Grenzwertsatze anwenden.

13.2 Monotonieregel: Grenzwerte abschatzen

AuBerdem gilt die Monotonieregel, die wir zum Abschatzen der Grenzwerte
verwenden konnen:

Satz
Monotonieregel

Seien (an), ey und (bn), oy zZwei konvergente Folgen. Wenn a,, < by, fur
fast alle n € Nist, dann gilt die Ungleichung:

lim an, < lim b,

n— o0 n—oo

13.3 Beispiel: Grenzwert einer Folge berechnen

Betrachten wir die Folge

_ 5-— /23
Yn+ s

Tn

Ein Beweis mit e-Umgebung zur Bestimmung der Konvergenz ware sehr kom-
pliziert. Zum Gluck erkennen wir in der Folgendefinition viele Folgen, deren
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Kapitel 13 Grenzwertsatze

Konvergenzverhalten wir bereits kennen. So ist zum Beispiel lim, o V23 =
1. Durch schrittweise Anwendung der Grenzwertsatze konnen wir den Grenz-
wert bestimmen:

lim 2, = lim 2= V23

| Quotientenregel

~limpseb— V23
CliMpsee YN+ 5

| summenregel

(liMnso0 5) + (liMn oo — ¥/23)
(liMnsoe ¥/n) + (“mn%oo 7712)

| Faktorregel

(liMn oo 5) — (liMn 0o 1/23)
(limn oo /n) + (liMn oo —7)

|l bekannte Grenzwerte ausrechnen

5—1
—27 - _4
1+0

So kénnen wir zeigen, dass (z,)nen konvergiert und den Grenzwert 4 besitzt.
Diese Herleitung hat aber einen Haken: Wir benutzen die Grenzwertsatze,
bevor wir die Konvergenz der einzelnen Folgen gezeigt haben. Dass diese Fol-
gen konvergieren, ergibt sich erst im Argumentationsverlauf, nachdem wir
die Grenzwertsatze schon verwendet haben. Deswegen ist diese Herleitung
kein gultiger Beweis. Ein gultiger Beweis ist zum Beispiel folgender:
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13.4 Beweise der Grenzwertsatze

lim 5=5A lim ¥V/23=1A lim {n=1

n—r00 n—>00 n— o0

Alim 4 =0

n—oo ™

| Faktorregel

lim5=5A lim —V¥23=—1A lim ¥n=1

Alim 4 =0
n
n—r oo

| summenregel

=

= liMpseb— V23 =5—-1=4Alim 0 YN+ 5 =14+0=1
| Quotientenregel

. o
= liMpe Y% =1 =4

1
Vnt oz

Wir beginnen mit der Konvergenz der Folgen, deren Konvergenzverhalten wir
kennen. Durch schrittweise Anwendung der Grenzwertsatze in umgekehrter
Reihenfolge leiten wir dann die Konvergenz der betrachteten Folge () nen
und ihren Grenzwert her. Beim Zeichen A handelt es sich um die Konjunktion
,die man als ,und”“ lesen kann.

Den Beweis so aufzuschreiben ist aber aufwendig und macht keinen SpaB.
Meist zeigen wir diese Aussagen wie die Beweisskizze oben. Wir wenden ein-
fach die Grenzwertsatze an, obwohl wir nicht wissen, ob die Folgen konvergie-
ren. Wir missen aber im Nachhinein anmerken, dass wir die Grenzwertsatze
anwenden durften. Das gilt, weil am Ende alles konvergiert. Weil bei den
letzten Schritten alles funktioniert, durften wir die Schritte davor machen.
Wenn wir den Beweis also durch direkte Anwendung der Grenzwertsatze
zeigen wollen, missen wir noch erklaren, dass wir diese Satze benutzen
durften.

13.4 Beweise der Grenzwertsatze

Die Betragsregel
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Kapitel 13 Grenzwertsatze

Satz
Grenzwertregel mit Absolutbetrag

Sei (an)nen eine konvergente Folge mitdem Grenzwert a.Dannistlim, . |an| =
|al.

Losungsweg
Grenzwertregel mit Absolutbetrag

Aus lim, .« an = a folgt, dass |a, — a| beliebig klein wird. Wir missen
zeigen, dass auch ||an| — |a|| beliebig klein wird. Im Kapitel zum Betrag
haben wir folgende Ungleichung bewiesen

llz| = |yl| < |z —yl
Damit ist
llan| = lal| < |an — a

wenn |a, — a| kleiner als € ist, dann ist es somit auch ||an| — |a||. Dies
konnen wir flr den Beweis der Konvergenz nutzen. Sei e > 0. Wir missen
nunein N € N finden, sodass ||a.| — |a|| < € flir allen > N ist. Wegen
lim,, e an = a wissen wir, dass es ein N € N gibt, sodass |a, —a| < €
firallen > N gilt.

Wie wir gesehen haben, folgt aus |a, —a| < e die Ungleichung||a.|—]a|| <
e. Damit kénnen wir im Beweis N = N setzen. Da namlich |a, — a| < € fir
allen > N ist, folgt daraus auch ||a,| — |a|| < e furallen > N.

Beweis
Grenzwertregel mit Absolutbetrag

Sei € > 0 beliebig. Weil (an)nen gegen a konvergiert, gibt es ein N € N
mit |a, — a| < eflrallen > N.Sei nunn > N beliebig. Wegen der
umgekehrten Dreiecksungleichung ||z| — |y|| < |z — y] folgt

llan] — lal| < |an —a] < ¢
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13.4 Beweise der Grenzwertsatze

Die Summenregel

Satz

Grenzwertsatz flir Summen

Sei (an)nen €ine konvergente Folge mit Grenzwert a und (b,)nen eine
konvergente Folge mit Grenzwert b. Dann konvergiert auch die Folge (a, +
bn)nen MitliMyoo an +bp =a+b.

Losungsweg

Grenzwertsatz fir Summen

Wir mUssen zeigen, dass der Betrag |(an +bn) — (a+b)| beliebig klein wird.
Wir kdnnen verwenden, dass die Betrége |a, —a| und |b, — b| beliebig klein
werden. Deswegen sollten wir eine Abschatzung von |(an + bn) — (a + b)|
nach oben finden, bei der die Betrége |a,, —a| oder |b, —b| vorkommen. Hier
gibt es einen Trick: Wir schreiben den Term (an + b.) — (a + b) geschickt
um und verwenden dann die Dreiecksungleichung

(an +bn) = (a+b)| = |(an — a) + (bn — D)
<lan —al + |bn — |

Weil |an — a| und |b, — b| beliebig klein werden, sollte auch ihre Summe be-
liebig klein werden. Somit sollte unsere Abschatzung ausreichen. Jedoch
mussen wir noch einen Epsilon-Beweis flr unsere Vermutung formulieren.
Auch hier kdnnen wir einen Trick verwenden: In der Summe haben wir zwei
Betrage und jeden schatzen wir gegen § ab. Wenn namlich |a, —a| < §
und |b, — b| < § ist,dannist

|an —al +[bn —b < 5§+ 5 =¢

Wir wissen, dass es ein N1 mit |an, — a| < § flr allen > N, gibt. Analog
existiert ein N> mit |b, — b| < § fir alle n > N». Flr unseren Beweis
brauchen wir gleichzeitig |a, — a| < § und |b, — b] < 5. Also sollte
gleichzeitign > N1 und n > N> gelten. Unser Ziel istes,ein N € N zu
finden, sodass aus n > N sowohln > N; als auch n > N» folgt. Eine
Méglichkeit ist, N = max{Ni, N2} zu wahlen. Aus n > max{Ny, Nz}
folgt ndmlichn > Ny und n > Na.
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* Beweis

Grenzwertsatz fir Summen

Sei € > 0 beliebig. Es gibt ein N1 mit |an, — a| < § flr allen > Ny, weil
limy—o an = a ist. AuBerdem gibt es wegen lim,,—,oc b, = b ein Na mit
|b, —b] < § fUrallen > Na. Wir wédhlen N = max{N1, N2}.Sein > N
beliebig. Es ist

[(@n +bn) = (a+b)[ = [(an — a) + (bn — )|
| Dreiecksungleichung

< lan —al + [bn — b
<sts=e

Die Faktorregel

e’ Satz
4 Faktorregel flur Grenzwerte

Sei A € R beliebig und (ax)ncw eine konvergente Folge mit Grenzwert a.
Dann konvergiert auch die Folge (Aan)nen Mit limMp—o0 Aan = Aa.

== = LOsungsweg
Faktorregel fiir Grenzwerte

Um limp— o0 Aan = Aa zu beweisen, missen wir [Aa, — Aa| < e fur fast
allen € N zeigen. Formen wir diese Ungleichung um:

[Aan —Aa| <e
=  |A-(an—a)] <e
= Al - lan —a|l <e

Wir kénnen nicht pauschal durch || teilen, weil A auch Null sein kdnnte.
Jedoch ist der Fall A = 0 einfach zu zeigen. Hier missen wir beweisen,
dass limp—o Aan = Aa = 0-a = 0ist. Da A\an, = 0-a, = 0ist, folgt
limp oo Aan = limy 00 0 = 0, was zu zeigen war. Schauen wir uns den
Fall A # 0 an:
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13.4 Beweise der Grenzwertsatze

Al lan —al <e
= lan — al <

Weil lan — a| gegen 0 konvergiert, gibt es ein N € N, sodass [an — a| < 57
fur allen > N ist.

Die Produktregel

Satz
Produktregel flir Grenzwerte

Sei (an)nen €ine konvergente Folge mit Grenzwert a und (b,)nen eine
konvergente Folge mit Grenzwert b. Dann konvergiert auch die Folge (a, -
bn)neny MitliMp o0 an - by = a - b.

Beweis
Produktregel flr Grenzwerte

Sei e > 0 beliebig.

Wir missen beweisen, dass |anb, — ab| < € flr alle n > N gilt, wobei
wir IV in Abhangigkeit von € geschickt wahlen missen. Dabei kdnnen wir
verwenden, dass |a, —a| und |b,, — b| beliebig klein werden, weil die Folgen
(an)nen gegen a und (b, )nen gegen b konvergieren. Um dies nutzen zu
kénnen, missen wir |a, b, — ab| geschickt umformen und so nach oben
abschéatzen, dass wir die Betrage |a, — a| und |b, — b| erhalten. Hierzu
verwenden wir einen Trick, der flr diese Art von Beweis typisch ist. Wir
addieren den Term ab,, — ab,, welcher gleich Null ist:
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|anbn — abl
lab, —ab, =0
= |anbn — ab + ab, — aby|
J Umstellen
= |anbn — ab, + ab, — ab|
J Ausklammern
= |bn(an —a) + a(bn — b)|
| Dreiecksungleichung
< Jba(an — a)| + la(bs — b)|
< [bn - lan — al + lal - [bn — ]
Wenn wir also fur alle n > NN zeigen konnen, dass beide Summanden
kleiner als 5 sind, dann sind wir fertig.
Abschatzung des zweiten Summanden

Beim zweiten Summanden ist das leicht: Die Folge (b, )nen konvergiert
gegen b und nach der Faktorregel mit A = a giltlimp,—oa - bp = a - b.
Damit gilt limy o a - (b — b) = 0 nach der Summenregel, d.h. es gibt ein
N: € Nso,dass furallen > Ni gilt |a - [bn — b] = |a(bn — b)| < 5.

Abschatzung des ersten Summanden
Auch beim ersten Summanden ware es schon, wenn wir die Faktorregel

anwenden konnen. Das Problem ist nur, dass b, vonn abhangt und folglich
b, kein Kandidat fur das A aus der Faktorregel ist.

Wir haben in einem vorherigen Kapitel bewiesen, dass konvergente Folgen
beschrankt sind. Diesen Satz konnen wir hier auf die Folge b, anwenden:
Sei M € R sodass |b,| < M furallen € N.

Dann gilt fir alle n € N, dass |b,| - |an — a] < M - |a, — a| und genauso
wie fur den zweiten Summanden liefert uns die Faktorregel mit A = M
(beachte, dass M im Gegensatz zu b, nicht von n abhangt) ein N, € N
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13.4 Beweise der Grenzwertsatze

mit M - |an, — a| < § firallen > Na. Also gilt fir alle n > N die folgende
Ungleichung: |bn| - |an —al < 5.

Zusammenfassung

Wir brauchen nur noch ein passend gewahltes N.Furallen > N muss die
Bedingung n > N; und n > N> erflllt sein, damit beide Abschatzungen
gultig sind. Daher wéahlen wir N := max{ N1, N2}. Dieses hdngt nur von e
ab, da N1 und Nz nur von € abhangen.

Firallen > N gilt nun

|anbn —ab| < |bn| - |an —al+a| - |bn —b| < §+ 5 =€

Die Quotientenregel

L Satz
' Quotientenregel flir Grenzwerte

Sei (an)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a und sei (b )nen €ine
konvergente Folge mit Grenzwert b # 0 sowie b, # 0 flr alle n € N. Dann

a

konvergiert die Folge (2 )neny mit limp oo 32 = £.

—— Losungsweg
Quotientenregel fiir Grenzwerte

Es genlgt zu zeigen, dass limy, i = 7 ist, denn aus der Produktregel

folgt

lim 92 = lim an - 7= = lim a, - lim &+ =a-
n—oo "N n—oo n n—00 n—oo -~

Sl

1
b

FUr den Beweis lim, o0 7~ = + mUssen wir zeigen, dass |;~ — 1| beliebig
" n

klein wird. Dabei kdnnen wir verwenden, dass |b, — b| beliebig klein wird,

weil (bn)nen gegen b konvergiert. Dazu formen wir |- — | geschickt um:
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b bn

bnb  bby,
b—by,

11
bn |

Nun kénnen wir |b, — b| kontrollieren, d.h. beliebig klein machen. Das |b|
im Nenner stort uns nicht weiter, da es konstant ist. Wir mussen uns
also nur noch um |b,| im Nenner kiimmern. Da wir |b, — b| beliebig klein
machen kénnen, reicht es, wenn wir ﬁ nach oben durch eine Konstante
abschéatzen. Dazu missen wir |b,| nach unten abschatzen.

Um |b,| nach unten abzuschatzen, verwenden wir nun die Voraussetzung,
dass lim,—o by = b # 0 ist. Daher gibt es ein N1 € N, so dass ab diesem
Index alle Folgenglieder von (b )nen die Ungleichung |b, —b| < % erfillen.
Also gilt [bu| > [b] — |bn —b] > [b] — 2 = 2 fiir alle n > Ni. Fiir den
gesamten Ausdruck erhalten wir damit

i,l _ |b — by
b, b| |bn|0]
|b — by
el
2
= —|b—b,
ol =l

Diesen Ausdruck bekommen wir beliebig klein, da wir |b — b,,| beliebig
klein kriegen, und der Vorfaktor konstant ist. Hierzu wahlen wir zu einem
beliebigem e > 0 den Index N2 € N so groB, dass fur allen > N- gilt

2 e|b|?

Dann erhalten wir insgesamt flr alle n > max{ N1, N2 }:
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13.4 Beweise der Grenzwertsatze

1 1 2
2 < 2 b,
. b‘—|b|2' |
R
o 2

=€

Diese Beweisskizze mussen wir nun in einen formalen Beweis gieBen, um

limy o0 5 = § 2u zeigen.

Beweis
Quotientenregel fiir Grenzwerte

Sei e > 0 beliebig. Wegen lim,, o0 b, = b # 0 gibt es ein N1 € N, so
dass |b,| > % far alle n > N; ist. AuBerdem gibt es ein N2 € N mit

2
b, — b < S5 fiir alle n > N». Dann gilt fiir alle n > max{Ny, No}:

1 1

7,,.:

b b

nb  bbn
’ — b,
bnb
b~ bl
A

bn b b
b

|
o
=
o
3

Es gilt daher lim,,,oc § = . Mit der Produktregel folgt nun

. - 1 - - 1 1
lim ¢ = |im an-+— = limap - Ilm — =a-+ =
b bn b

n—oo "N n—oo n n—00 n— 00

Sl
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Die Monotonieregel

Satz
Monotonieregel flir Grenzwerte

Seien (an)nen UNd (bn)nen Folgen mit Grenzwerten a und b. Es gelte au-
Berdem a,, < b, fur fastallen € N.Dann gilta < b.

Zusammenfassung
Monotonieregel flir Grenzwerte

Diese Regel zeigen wir durch einen Widerspruchsbeweis. Wir nehmen an,
dass unter den Voraussetzungen des Satzes a > bware, und leiten daraus
eine widerspruchliche Aussage her.

Beweis
Monotonieregel flir Grenzwerte

Angenommen a > b. Wegen lim, o @n = a und lim,_.c b, = b gibtes
zue = %3% > 0Indizes N1, N2 € Nmit |a, — a| < 52 firallen > Ny und
b — b < %52 fir alle n > N,. Daraus folgt fir alle n > max{Ny, N2 }:

bn —an =bp —an+0+4+0
=bp—an+b—a+a—-0>
=b,—b+(b—a)+a—an,
< |bp — bl + (b —a) + |an — a|
<4 (b—a)+ %2
=a—-b+b—a=0

Also b, < ay fir alle n > max{Ni, N2}. Dies ist ein Widerspruch zu
an < by fur fast alle n. Daher muss a < b gelten.
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Kapitel 14

Der Sandwichsatz

Der Sandwichsatz ist ein machtiges Werkzeug, um den Grenzwert einer Folge
zu bestimmen. Dieser Satz ist insbesondere hilfreich bei Folgen mit einer
komplexen Bildungsvorschrift, bei denen Grenzwertsatze nicht angewandt
werden konnen und bei denen die Epsilon-Definiton der Konvergenz schwer
nachgewiesen werden kann. In der Literatur gibt es fur den Satz zahlreiche
weitere Bezeichnungen, wie Sandwich-Theorem, Sandwich Lemma, Einschni-
rungssatz oder EinschlieBungsregel.

14.1 Motivation

Beispielaufgabe zum Folgen-Sandwich mit Kase und
Konvergenzbeweis einer Schinken (32)

Wurzelfolge mit dem

Sandwichsatz (31)

Die Aussage des Satzes ist recht einfach. Wir wollen die Konvergenz einer
Folge (an)nen untersuchen. Dies kdnnen wir allerdings nicht immer direkt
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machen, da sie eine komplizierte Bauart haben kann. Oft ist es jedoch mog-
lich zwei einfacher strukturierte Folgen (bn)nen Und (cn)nen zu finden, die
(an)nen von unten bzw. oben einschlieBen, d. h. es gilt b, < an < ¢, fir alle
n € N. Konvergieren diese beiden Folgen nun gegen denselben Grenzwert
a, so besagt der Sandwichsatz, dass auch unsere eingeschlossene Folge
(an)nen gegen a konvergiert.

Aus der Funktionsweise erklart sich der Name des Satzes von selbst: Die
Folgen (bn)nen Und (cn)nen schlieBen wie die Brotchen eines Sandwiches
den Inhalt, also die Folge (axn)nen, €in. Wenn sich nun (b, )nen und (cn)nen
immer naher kommen und gegen einen Wert konvergieren, dann muss auch
die eingeschlossene Folge (an)nen gegen diesen Wert konvergieren.

14.2 Der Sandwichsatz

Sandwich Theorem - Erklarung, Beweis und Anwendung einer
Beispielaufgabe (Youtube-Video vom Youtube-Kanal Maths CA ). (34)

Der Satz lautet:
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14.2 Der Sandwichsatz

Satz

Sandwichsatz

Sei (an)nen eine beliebige Folge. Wenn es zwei Folgen (b, )nen und (¢n)nen
gibt,sodass b, < an <cpfurallen € Nundlim, oo bn =limpseccn =a
fur ein a € R, dann konvergiert auch (a,)nen gegen a.

Beweis

Sandwichsatz

Seien (bn)nen UNd (cn)nen, sodass by, < an < ¢p UNd liMpsoobn =
limy—o0 cn = aflreina € R.

Wir mussen lim,, o an = a zeigen, d.h. zu jedem € > 0 gibtesein N €
N, so dass |an — a| < € flirallen > N gilt. Sei ¢ > 0 beliebig. Nach
Voraussetzung ist zum einen lim, o by, = aund lim, ¢ = a.

Daher gibt es N1 € Nund N2 € N mit |b, —a| < efurallen > N; und
|en — a| < efirallen > Na. Zum anderen gilt b, < a, < ¢, flrallen € N.
FUr jedes Folgenglied von (a, )nen kann nun a, > a oder a, < a gelten.

Fir a, > a folgt

an<cp
lan —al=an—a < ch—a=|ch—a
>0 >0
Andererseits folgt fira, < a
an>bp
lan —a|=—(an—a)=a—an < a—by=—(by—a)=|b,—dq|
<o <0

Wir wahlen nun N = max{Ni, N2}. Sei n > N beliebig, daraus folgt
sowohln > Nj als auchn > Na. Wenn a, > aist, gilt somit

lan —a|l <l|en —al] <€
Im Fall a, < aist
lan —al <|bn —al <€

Also ist stets |a, — a|] < efurallen > N.
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Hinweis

Im Sandwichsatz muss die Ungleichung b, < a, < ¢, nicht notwendiger-
weise fur alle n € N erflllt sein. Es genligt, wenn sie bis auf endlich viele
Folgenglieder gilt, d.h. wenn es ein ng € N gibt, so dass b, < a, < ¢, fur
allen > ng gilt.

Beispiel

Wir wollen zeigen, dass lim, o ¥/c = 1 fur eine beliebige, aber feste
Konstante ¢ > 0.

Hierzu wollen wir den Sandwichsatz verwenden. Wir unterscheiden zwei
Falle:

Fall 1: ¢ > 1 Wirwahlen ng € N, sodassng > c. Dann gilt fur allen € N
mit n > no wegen ¢ < n,dass {¥/c < ¥/n. Andererseits gilt wegen 1 < ¢,
dass1= {/1< {/cfirallen € N.

Da, wie wir bereits in einem vorherigen Kapitel gezeigt haben, lim, o 1 =
1 =limpoe ¥/n, gilt nach dem Sandwichsatz lim,_. {/c = 1.

Fall 2: ¢ < 1In diesem Fall gilt % > 1, also konnen wir den ersten Fall auf

% anwenden. Also gilt limy, ’\‘/I = 1 und mit der Quotientenregel folgt:

c

1 1 1
lim ¥c= lim e ————

n—o00 n—oo /1 lim n/1 1
c n—oo c
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Monotoniekriterium

In diesem Kapitel werden wir beweisen, dass monotone und beschrankte
Folgen konvergieren.Wenn du also zeigen kannst, dass eine Folge beschrankt
und monoton ist, dann muss diese konvergieren. Das Schone dabei: Fur
diesen Beweis musst du den Grenzwert der Folge nicht kennen!

So ist dieser Satz bei Konvergenzbeweisen fur rekursiv definierte Folgen
hilfreich, denn bei rekursiv definierten Folgen ist eine Abschatzung des
Abstands zwischen dem Grenzwert und dem Folgenglied oft schwierig.

15.1 Konvergenz monotoner und beschrankter Folgen

Veranschaulichung der

Konvergenz von monotonen
beschrankten Funktionen.
(YouTube-Video vom Kanal

Quatematik ) (35)

Folgenglied

Folge a_n = n/(n+1)

Die Folge a, = -2 (36)

n+1
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Kapitel 15 Monotoniekriterium

Satz
Monotoniekriterium fiir Folgen

Jede monotone und beschrankte Folge reeller Zahlen konvergiert.

Erklarung
Monotoniekriterium fur Folgen

Diesen Satz kannst du folgendermaBen nachvollziehen: Versuche, auf der
Zahlengerade eine divergente, monotone und beschrankte Folge einzu-
zeichnen. Zur Erinnerung: Eine Folge ist monoton, wenn entweder immer
Gn+1 > an 0der immer an4+1 < an gilt. Du wirst schnell merken, dass dies
nicht moéglich ist. Es macht also Sinn, dass dieser Satz gilt. Wie lasst er
sich beweisen?

Beweis
Monotoniekriterium fiir Folgen

Beschranken wir uns zunachst auf monoton wachsende Folgen. Fir mo-
noton fallende Folgen ist der Beweis analog. Sei also (ax)nen €ine mono-
ton steigende und beschrankte Folge. Zunachst missen wir den Grenz-
wert dieser Folge bestimmen, um mit Hilfe der Epsilon-Definition des
Grenzwerts die Konvergenz zu beweisen. Schauen wir uns hierzu die Folge

an = ;7 als Beispiel an:

n 1 n— oo

n+1:1+%

an =

Der Grenzwert ist also 1. In welcher Relation steht aber 1 zur Folge? Die
Folgenglieder steigen und nahern sich dabei immer mehr dem Grenzwert
an. Der Grenzwert sollte also gleich dem Supremum aller Folgenglieder
sein. Und tatsachlich: 1 ist gleich dem Supremum aller Folgenglieder

{nil tn e N}.
Diese Uberlegung lasst sich auf beliebige monoton steigende Folgen

verallgemeinern. Generell sollte das Supremum aller Folgenglieder gleich
dem gesuchten Grenzwert sein. Setzen wir also

a = sup{a, :n € N}
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Dieses Supremum existiert, weil (an)nen beschrankt und damit insbe-
sondere die Menge der Folgenglieder nach oben beschrankt ist.

Flhren wir nun den Grenzwertbeweis durch: Sei € > 0 beliebig. In Abhan-
gigkeit zum gegebenen e miissen wirein N € Nfinden,sodass |a,—a| < €
far allen > N ist.

Wir wissen, dass es ein ay geben muss, so dass ayx groBer als a — e ist.
a — e kann namlich keine obere Schranke der Menge der Folgenglieder
sein (a ist als Supremum die kleinste obere Schranke). Weil a — € keine
obere Schranke der Folgenglieder ist, muss es mindestens ein groBeres
Folgenglied an als a — € geben. AuBerdem ist a > an, da a als Supremum
eine obere Schranke aller Folgenglieder ist. Wir haben somit

a>anN > a—€
Hieraus folgt
la —an| <€

Da unsere Folge monoton wachst, mussen alle Folgenglieder nach ax
groBer gleich ax sein. Es ist also a, > an flrallen > N.AuBerdem ist
a > an,weil a eine obere Schranke der Folgenglieder ist. Firn > N haben
wir

a>an > aN > a—€
und damit
la —an| <la—an| <e€

Dies zeigt, dass a Grenzwert der Folge ist und somit (a»)nen konvergiert.
Der Beweis fur monoton fallende Folgen ist analog. Hier muss man ent-
sprechend das Infimum wahlen.
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Kapitel 16

Konvergenzbeweise rekursiver
Folgen

In diesem Kapitel werde ich dir zeigen, wie du Konvergenzbeweise fur re-
kursive Folgen fuhren kannst. Hier werden wir eine gute Anwendung des
Monotoniekriteriums kennenlernen.

16.1 Problemstellung

Nehme folgende Aufgabe:

Sei (an)nen eine durch ap = 0 und durch any1 = 1an + 1 rekursiv defi-
nierte Folge. Konvergiert diese Folge? Wenn ja, wie lautet der Grenzwert?

Die Anwendung der Epsilon-Definition der Konvergenz ist in dieser Aufgabe
schwierig. Weil die Folge (an)nen rekursiv definiert ist, kdnnen wir ihren
Grenzwert nicht direkt ablesen. Auch sind im Allgemeinen Abschatzungen
fir den Term |a — a,| mit einer reellen Zahl schwierig, weil wir keine explizite
Form des Folgenglieds a, kennen.

16.2 Losungsstrategien

In diesem Kapitel werde ich dir die folgenden zwei Losungswege prasentieren,
um die Konvergenz einer Folge zu zeigen:
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16.3 Lésungsweg: Explizite Bildungsvorschrift finden

1. Explizite Bildungsvorschriften: Man kann versuchen, eine explizite Bildungs-
vorschrift der gegebenen Folge zu bestimmen, um mit dieser das Konver-
genzverhalten der Folge weiter zu untersuchen.

2. Monotoniekriterium verwenden: Wenn die rekursiv gegebene Folge konver-
gieren sollte, kann man versuchen, das Monotoniekriterium anzuwenden.
Nachdem die Konvergenz der Folge bewiesen wurde, kann man dieses
Wissen nutzen, um den Grenzwert der Folge zu bestimmen.

16.3 Losungsweg: Explizite Bildungsvorschrift finden

Eine mogliche Losungsstrategie ist die, eine explizite Bildungsvorschrift
von (an)nen ZU bestimmen.

Hier bietet es sich an, die ersten Folgenglieder rekursiv auszurechnen. Dies
ist generell empfehlenswert, um ein Geflhl fir das Konvergenzverhalten der
Folge zu bekommen. Die ersten Folgeglieder lauten:

QQIO
1 1 1 1 1
=gty =50+5=3
1 1 11 1 3
=pmt s =35t Tg
1 1 1 3 1 7
“=32T5753 17278
1 1 1 7 1 15
e R A A I R T

Aufgrund dieser Liste der ersten Folgenglieder konnen wir vermuten, dass
die Folge gegen 1 konvergiert. Fir die explizite Bildungsvorschrift missen
wir eine Zuordnungsvorschrift n — a, finden. Wir suchen also einen Term
f(x) fur den gilt:
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7(0) =0
=3
f@ =3
j®) =

Wir sehen, dass der Nenner jeweils eine Potenz von 2 ist. AuBerdem ist der
Zahler jeweils die Vorgangerzahl des Nenners. Es ist also

fO0) =0 =g
=3 =
@ =3 =%z
@ =i =%

Anhand dieser Beispiele liegt die Vermutung nahe, dass f(n) = 22;1 wahlen
konnen. Es sollte also gelten

Diese Vermutung mussen wir noch beweisen. Hier bietet sich wie in vie-
len anderen Beispielen die vollstandige Induktion an.Im Induktionsanfang

haben wir:
1 0
a0:0:1—1:1—(§>

Den Induktionsschritt von n nach n + 1 kdnnen wir nach Anwendung des
Rekursionsschritts flhren:
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16.4 Losungsweg: Monotoniekriterium anwenden

1 1
An41 = Qan + 5

| Induktionsvoraussetzung

1 1\" 1
——.(1=-1(= -

() )+
Loyt
2 2 2

n+1
-1-(3)
2

Damit haben wir a, =1 — ()" gezeigt. Nun kénnen wir das Konvergenzver-
halten mit den Mitteln untersuchen, die wir bereits kennengelernt haben.
Beispielsweise haben wir bereits lim,_o (3)" = 0 bewiesen und damit

konnen wir die Grenzwertsatze anwenden, um die Konvergenz der Folge zu
beweisen:

lim a, = lim 1— <1>
n— o0 n—o0 2

lGrenzwertsatz: lim (an +b,) = lim a, + lim b,
n— oo n— oo n— oo
. . 1\"
= lim 1— lim <7>
n—o0 n—oo 2

=1-0=1

16.4 Losungsweg: Monotoniekriterium anwenden

Schritt 1: Beweis der Konvergenz

Was machen wir, wenn wir keine explizite Bildungsvorschrift der Folge fin-
den? In manchen Fallen kann das Monotoniekriterium helfen. Dieses Kriteri-
um lautet:

Jede beschrankte und monotone Folge konvergiert.

Dementsprechend reicht es aus, wenn wir die Beschranktheit und die Mono-
tonie der Folge zeigen. Schauen wir uns zunachst die ersten Folgeglieder an,
um eine Vermutung Uber die Eigenschaften der Folge zu bekommen:
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agf()
G=capti=s042=1
2 2 2 2
1 1 1 1 1 3
“2=amtyTyat Ty
1 1 1 3 1 7
“@=3T5T3 17278
1 1 1 7 1 15
M=t T3'8 T2 T 16

Die Folge scheint monoton zu steigen. AuBerdem sieht es so aus, als ob die
Folge nach oben durch 1 beschrankt ist.

Die Monotonie konnen wir induktiv beweisen. Hier zeigen wir zunachst im
Induktionsanfang, dass a; > ag ist:

1 1 1 1 1
ai 2a0+2 5 0+2 2_0 ag
Der Induktionsschritt von n nachn + 1 ist:
SRS S
n+1l — 2(171 2
l Induktionsvoraussetzung: a, > an—1
1 1
2 5(17171 + 5 = an

Damitist das monotone Wachstum der Folge bewiesen. Auch die Beschrankt-
heit der Folge nach oben durch 1 kann mit Hilfe vollstandiger Induktion
gezeigt werden. Hier ist wegen ap = 0 der Induktionsanfang ap < 1 direkt
gegeben. Im Induktionsschritt haben wir:

1
An41 = 5(1/77 + 5

l Induktionsvoraussetzung: a, <1

1 1
<-14+-=1
-2 + 2
Damit ist die Folge (an)nen nach oben durch 1 beschrankt. Jetzt konnen wir
auch die Konvergenz zeigen: Weil die Folge monoton steigt und nach oben

beschrankt ist, konvergiert die Folge nach dem Monotoniekriterium.
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16.4 Losungsweg: Monotoniekriterium anwenden

Schritt 2: Grenzwert bestimmen

Um den Grenzwert der rekursiven Folge zu bestimmen, kdnnen wir die gerade
bewiesene Konvergenz ausnutzen. Wir wissen so namlich, dass eseina € R
mit lim, . an = a gibt, wobei uns der exakte Wert von a noch unbekannt
ist.

Um a zu bestimmen, betrachten wir den Limes lim,,_, 00 an+1. Auch dieser
Grenzwert ist a und somit erhalten wir

a= lim apt1
n—r o0
. . 1 1
Rekursionsschritt: an41 = 5“" + B

= lim 1 +1
=29 T

l Grenzwertsatze

. 1 . . 1
lim = -(Ilm an> + lim =
n—oo 2 n—roo n—oo 2

,1a+
T2

1
2
Der Wert a muss damit die Gleichung a = %a + % erfullen. Aufgrund dieser
Bedingung kdnnen wir den exakten Wert von a bestimmen:
1 1 1

1
(175(14’5 < 5@—5 < a=1

Damit ist a = 1 der Grenzwert der Folge (an)nen.
Frage
Verstandnisfrage
Wir haben in der obigen Umformung verwendet, dass lim;, o0 an+1 = a
ist. Wieso ist dem s0? lim, .o an+1 ist der Grenzwert der Folge (an+1)nen.
Diese Folge ist eine Teilfolge von (an )nen, bei welcher das erste Folgenglied

ausgelassen wurde. Da jede Teilfolge einer konvergenten Folge gegen
denselben Grenzwert konvergiert, ist lim, oo an+1 = liMp o0 an = a.
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Kapitel 17

Teilfolgen

17.1 Einfuhrendes Beispiel

Einfihrendes Beispiel zu Teilfolgen (YouTube-Video vom YouTube-Kanal "MJ
Education) (37)

Manchmal ist es notwendig, nur Gber eine Unterfolge einer Folge zu sprechen.
Solche Unterfolgen werden in der Mathematik Teilfolge genannt. Dieser Name
ist ganz intuitiv: Teilfolgen bezeichnen einen Teil einer Folge. Eine Teilfolge
entsteht dadurch, dass in einer gegebenen Folge beliebige Folgenglieder
entfernt werden. Beim Streichen der Folgenglieder missen aber unendlich
viele Folgenglieder Ubrig bleiben. Die Ubrig geliebenen Folgenglieder bilden
dann eine Teilfolge der urspringlichen Folge. Nehmen wir zum Beispiel die
Folge an, = (—1)™

-1, 1, -1, 1, -1, ...

Wir interessieren uns nun fur die Teilfolge jedes zweiten Folgenglieds. Diese
entsteht, indem wir alle Folgenglieder mit ungeradem Index streichen:
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https://www.youtube.com/watch%3Fv%3DXEkDmdVeO60
https://www.youtube.com/channel/UCXmk7Qkdikk5m1Aeyf0ttMA
https://www.youtube.com/channel/UCXmk7Qkdikk5m1Aeyf0ttMA

17.2 Mathematische Beschreibung
Originalfolge: 1, 1, =1, 1, >4, 1,
Teilfolge: 1, 1, 1,

So entsteht eine Teilfolge, die konstant 1 ist.

17.2 Mathematische Beschreibung

Erklarung der mathematischen Schreibweise a,,, fur Teilfolgen
(YouTube-Video vom YouTube-Kanal "MJ Education” ) (38)

Wie konnen Teilfolgen notiert werden? Schauen wir uns zunachst die Indizes
der Folgenglieder an, die in der Teilfolge enthalten sein sollen:

Indexn: [ 2 3 1 B 6
4 1 1 1 { {
Folgenglied a,,: 1 1 T 1 e 1

Jetzt suchen wir eine Folge (ny), .\ die diese Indizes beschreibt. Im obigen
Beispiel betrachten wir alle geraden Indizes. Also ist nj, = 2k:

Neuer Index k: 1 2 3 4
4 4 4 4
Indexfolge ny: 2 | 6 8

Diese Folge setzen wirin (an),, . €in. Dadurch entsteht die Teilfolge (an,, ), oy
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Neuer Index k: 1 2 3
1 4 {
Indexfolge ny : 2 1 6
1 4 {

Teilfolge an,, : (71)2 =1 (71)4 -1 (7l>h‘ -1

Zunéachst bilden wir also die Folge (1), .y der relevanten Indizes einer Teil-
folge. Diese Teilfolge setzen wir dann in die Originalfolge (an ),y flrn ein,
sodass wir die Teilfolge (an,, ),y €rhalten.

In unserem Beispiel ist n, = 2k. Wir setzen also 2k fUrnin a, = (—1)" ein.
2k
=1

So erhalten wir die Teilfolge az, = (—1)

17.3 Definition

Definition von Teilfolgen (YouTube-Video vom YouTube-Kanal: ”"MJ Education™)
(39)

Definition

Teilfolge

Sei (an), oy ine beliebige Folge. Jede Folge (an, ),y heiBt Teilfolge von
(@n), cn» Wenn (ng), oy €ine streng monoton steigende Folge natrlicher
Zahlen ist.
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https://www.youtube.com/watch%3Fv%3DCM1MBP1A1j0
https://www.youtube.com/channel/UCXmk7Qkdikk5m1Aeyf0ttMA

17.4 Konvergenz von Teilfolgen

Dieser Begriff ist wichtig fur die Analysis, weil durch ihn Haufungspunkte
charakterisiert werden konnen. Was Haufungspunkte genau sind, werden
wir im nachsten Kapitel naher untersuchen.

e Hinweis
Jede Folge ist eine Teilfolge von sich selbst. Wenn man namlichn, = k
wahlt, dann ist (an, ) ey = (k) iy = (an),cn- FUrng = kist also die
Teilfolge (an,,),cyn Mit der urspringlichen Folge (ax),, .y identisch. Das
zeigt, dass jede Folge eine Teilfolge von sich selbstist.

o | Ubung
4 Teilfolgen
Gib finf unterschiedliche Teilfolgen der Folge (), _, an.
Losun
o g

Teilfolgen

Die Folge (), Pesitzt unendlich viele Teilfolgen. Fiinf davon sind

(Fen =G Hs 510
1 _ (1 1 1 1 1
(Qk—l) ASSETETE I IO

)

RS N i B

5.1, %, 45,...), wobeip(k) die k-te Primzahl ist

( ) =(L1 1110
k+2 keEN 374757677

17.4 Konvergenz von Teilfolgen

Fur Teilfolgen gibt es den folgenden wichtigen Satz:

N4y Satz
? Konvergenz von Teilfolgen

Sei (an)nen eine Folge. (an)nen konvergiert genau dann, wenn jede Teil-
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folge konvergiert. Der Grenzwert der Folge stimmt mit den Grenzwerten
ihrer Teilfolgen Uberein.

Beweis
Konvergenz von Teilfolgen

Um die Aquivalenz

(an)n en konvergiert gegen a
=

Jede Teilfolge von (an)nen konvergiert gegen a

zu beweisen, beweisen wir die zwei Implikationen:

1. Wenn (an)nen gegen a konvergiert, konvergiert auch jede Teilfolge von
(an)nen gegen a.

2. Wenn jede Teilfolge von (a, )ncn gegen a konvergiert, konvergiert (an )nen
gegen a.

Wir kénnen den Beweis so fuhren, weil die Aussage A <= B aquivalent
zu(A = B)A(B = A)ist

Beweisschritt: Konvergenz der Folge impliziert Konvergenz aller Teilfol-
gen gegen denselben Grenzwert. Sei (a»)nen €ine gegen a konvergente
Folge. Wir mussen beweisen, dass alle Teilfolgen von (an)nen auch gegen
a konvergieren.

Sei also (an, ),y €ine Teilfolge von (an)nen. Wir wollen nun zeigen, dass
(any,) ey aUCh gegen a konvergiert. Sei ¢ > 0 gegeben. Da a der Grenzwert
von (an)nen ist, existiert ein Index N € N, sodass flr alle n > N die
Ungleichung |a, — a| < e erfillt ist.

Da nach Definition die Folge (n)ken eine streng monoton steigende Folge
ist,ist ny > k furalle k € N. Damitistny > N fur alle k > N, denn aus
ni > kund k > N folgt np, > k > N.Somit ist |an, —a| < ¢ fur alle
k> N.
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17.4 Konvergenz von Teilfolgen

Insgesamt haben wir so bewiesen, dass es fur allee > 0ein N € N
mit |an, —a| < e fluralle k > N gibt. Nach Definition des Grenzwertes
besitzt die Teilfolge (an, )ren den Grenzwert a und konvergiert somit. Da
die Teilfolge (an,),cy beliebig gewahlt war, gilt dieser Beweisschritt fir
alle Teilfolgen von (an)nen.

Beweisschritt: Konvergenz aller Teilfolgen gegen denselben Grenzwert im-
pliziert Konvergenz der Folge. Wir wissen, dass alle Teilfolgen von (an)nen
gegen a konvergieren. Nun ist aber die Folge (an)ren eine Teilfolge von
sich selbst. Also muss auch diese gegen a konvergieren.

Beispiel

Konvergenz von Teilfolgen

Da (an)nen = (), oy €iNe Nullfolge ist, gilt auch fiir die beiden Grenzwer-
te

lim aze = lim 2 =0
k— o0 k— o0

lim ask—1 = lim 2~
k— o0 k— oo 2k—1

Hinweis

Aus obigem Satz folgt unmittelbar, dass eine konvergente Folge (an)nen
ihren Grenzwert nicht andert, wenn man endlich viele Folgeglieder streicht.
Durch Streichen von endlich vielen Folgegliedern entsteht namlich eine
Teilfolge (an, )ken von (an)nen. Diese Teilfolge hat nach dem eben bewie-
senen Satz denselben Grenzwert.

Aus dem obigen Satz folgt direkt:

Satz
Divergenz bei Divergenz einer Teilfolge

Wenn eine Teilfolge divergiert, muss auch die ursprungliche Folge diver-
gieren.

Frage
Verstandnisfrage
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Warum folgt aus dem obigen Satz, dass die urspriingliche Folge divergiert,
wenn eine Teilfolge divergiert? Wir wissen: Wenn eine Folge konvergiert,
konvergiert auch jede Teilfolge. Wiirde eine konvergente Folge existieren,
fur die eine Teilfolge divergiert, erhielten wir also einen Widerspruch. Da-
mit wissen wir, dass die urspringliche Folge divergieren muss, wenn eine
Teilfolge von ihr divergiert.

Beispiel

Divergenz von Teilfolgen

Betrachten wir die Folge (an)neny Mit a, = (—1)"n. Diese hat die Folge
(azk)ken = (2k)ken als Teilfolge. Da (2k)ken eine unbeschrénkte Folge ist,
divergiert diese Teilfolge. Nach dem gerade bewiesenen Satz divergiert
dann auch (an)nen.
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Kapitel 18
Haufungspunkte von Folgen

18.1 Achtung: Verschiedene Arten von
Haufungspunkten

Beim Begriff ,Haufungspunkt® missen wir aufpassen. Es gibt namlich zwei
verschiedene Arten von Haufungspunkten in der Mathematik: Haufungs-
punkte von Folgen und Haufungspunkte von Mengen. Obwohl beide Begriffe
eng miteinander verwandt sind, mussen wir zwischen ihnen unterscheiden.
In Vorlesungen und Ubungen sollte man sich immer klar machen, um welche
Art von Haufungspunkt es gerade geht.

In diesem Kapitel werden Haufungspunkte von Folgen vorgestellt. Wenn wir
also im Folgenden das Wort ,Haufungspunkt® benutzen, dann ist damit der
Haufungspunkt einer Folge gemeint.

18.2 Einleitendes Beispiel

Wir stoBen auf den Begriff des Haufungspunkts, wenn wir uns das Grenz-
wertverhalten bestimmter Folgen anschauen. Nehmen wir die Folge a,, =
(=1)" 47 Sie hat die Folgenglieder

(7)) L =

neN

wio
|
lw

=
(S
oot
~jo
~

Im Diagramm sieht die Folge so aus:
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Wir sehen zunachst, dass die Folge keinen Grenzwert besitzt. Es gibt namlich
keinen eindeutigen Wert, gegen den sie strebt. Dennoch kénnen wir ein
gewisses Grenzwertverhalten ausmachen: Ein Teil der Folge scheint gegen 1
und der andere Teil gegen —1 zu streben.

Fir dieses ,Streben eines Teils der Folge” gibt es den Begriff des Haufungs-
punkts. Wir werden sehen, dass 1 und —1 die beiden Haufungspunkte der

Folge an = (—1)" 47 sind. Fassen wir also zusammen:

Haufungspunkte sind Werte, gegen die ein Teil einer Folge strebt.

Diese intuitive Beschreibung missen wir noch in eine mathematisch exakte
Definition umformulieren.

18.3 Definition des Haufungspunkts

Wie kann man die Intuition ,Streben eines Teils einer Folge” allein durch ma-
thematische Begriffe ausdrucken? Im letzten Kapitel haben wir das Konzept
einer Teilfolge kennengelernt. Es liegt nahe, die Umschreibung ,Teil einer
Folge” durch den Begriff ,Teilfolge” zu ersetzen. Genauso konnen wir ,,Streben
eines Teils einer Folge“ durch "Streben einer Teilfolge” ersetzen.

Wir mussen noch konkretisieren, was "Streben einer Teilfolge” gegen einen
Wert sein soll. Die Konvergenz einer Folge beschreibt die intuitive Idee, dass
eine Folge gegen einen Grenzwert strebt. Wir konnen also die Umschreibung

..... ein Teil einer Folge strebt gegen einen Wert*®

durch folgende Formulierung ersetzen:
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18.4 Beispiele

..... eine Teilfolge konvergiert gegen einen Wert"

So erhalten wir folgende Definition des Haufungspunkts:
1 Definition
Haufungspunkt einer Folge

Eine Zahl a ist Hdufungspunkt einer Folge (a. )nen, wenn es eine Teilfolge
(@ny ) ey der Folge (an)nen gibt, die gegen diese Zahl a konvergiert.

18.4 Beispiele

Im einfGhrenden Beispiel hatten wir intuitiv festgestellt, dass die Folge
an = (—1)" 7 die Hdufungspunkte 1 und —1 besitzt. Kénnen wir dies auch
mit unserer Definition des Haufungspunkts nachweisen? Finden wir also
zwei Teilfolgen von a, = (—1)" 15, die einmal gegen 1 und einmal gegen
—1 konvergieren? Zur Wiederholung: Die Folge a, = (—1)" 15 besitzt die
Folgenglieder:

Wl

I

[SE

5
—%

=

5 5 PRI

Y

)

N

Im Diagramm ergibt sich folgendes Bild der Folge:

Anscheinend strebt die Teilfolge der geraden Folgenglieder gegen 1. Schauen
wir uns diese Teilfolge an:

2 3 4 6
203,740 50767 70

Diese Teilfolge (ci)ren besitzt die explizite Bildungsvorschrift
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gor — (_1)2k 2k _ 2k
cr = a2k = (—1)7 5557 = 347

Und tatsachlich: Mit Hilfe der Grenzwertsatze konnen wir nachweisen, dass
diese Folge gegen 1 konvergiert:

ko lim L— lim
2k+1 koo 2k (14 5) koo 1+ &

lim ¢, = lim
k— o0 k— o0

l Grenzwertsatze

Iimk_,ool 1

= = =1

List also ein Haufungspunkt der Folge a, = (—1)" %7, weil es mit (cx)ken
eine gegen 1 konvergente Teilfolge gibt. Um nachzuweisen, dass —1 ein
Haufungspunkt der Folge ist, kdnnen wir uns die Teilfolge der ungeraden

Folgenglieder anschauen:

_1 _3 _5
27 B 10 Ao 6 fro

Auch hier konnen wir mit den Grenzwertsatzen nachweisen, dass diese
Teilfolge gegen —1 konvergiert. Dass 1 und —1 die beiden Haufungspunkte
der Folge sind, erkennt man auch, wenn man alle Folgenglieder auf der
Zahlengeraden einzeichnet. Hier sind die Haufungspunkte die Zahlen, bei
denen sich die Glieder der Folge ,haufen®:

Frage

Verstandnisfrage

Wie lautet die explizite Bildungsvorschrift der Teilfolge mit den ungeraden
Folgengliedern? Die Indexfolge der ungeraden Indizes ist ny, = 2k — 1.
Damit lautet die explizite Bildungsvorschrift der Teilfolge (dk)ren:

ok1 2k—1  1-2k
(2k—1)+1 2k

di = an, = agp—1 = (—1)
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18.5 Alternative Definition des Haufungspunkts

Frage

Verstandnisfrage

Weise flr die Teilfolge nach, dass sie gegen —1 konvergiert. Es ist
12 2k (3 — 1) 2~

lim dp = lim = lim ——=—=—~ = |im
k— o0 k—o0 k— o0 2k k— o0

J} Grenzwertsatze

. 1 .
- |Imk_>oo 5% |Imk_>ool _ 0—1
Iimk_mol 1

18.5 Alternative Definition des Haufungspunkts
Umgebungsdefinition des Haufungspunkts

Den Grenzwert einer Folge hatten wir dadurch charakterisiert, dass in jeder
Umgebung des Grenzwerts fast alle Folgenglieder liegen. Fur Haufungspunk-
te gibt es eine ahnliche Charakterisierung: Eine Zahl ist Haufungspunkt
einer Folge, wenn in jeder Umgebung um den Punkt unendlich viele Folgen-
glieder liegen. Der Unterschied zum Grenzwert liegt darin, dass sich in jeder
Umgebung um den Haufungspunkt nur unendlich viele und nicht fast alle
Folgenglieder befinden mussen.

Zur Erinnerung: Eine e-Umgebung einer Zahl h ist ein offenes Intervall (h —
€, h+¢€) mite > 0.

Damit h ein Haufungspunkt der Folge sein kann, missen sich also unendlich
viele Folgenglieder in jedem Intervall der Form (h — €, h + €) befinden. Nun
liegt ein Folgenglied a,, genau dann im offenen Intervall (h — €, h + ¢€), wenn
|an, — h| < €ist. Also muss es unendlich viele Indizes n € N mit |a, — h| < €
geben. Die alternative Definition des Haufungspunkts lautet:

Definition
Umgebungsdefinition des Haufungspunkts

Eine Folge (an)nen besitzt den Haufungspunkt h € R, wenn sich in jeder
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Umgebung von h unendlich viele Folgenglieder von (an)nen befinden. Fur
alle e > 0 muss es also unendlich viele Indizes n € N mit |a, — h| < €
geben.

Diese Definition zeigt, dass der Haufungspunktbegriff eine Abschwachung
des Grenzwertbegriffs ist. Bei Grenzwerten mussen in jeder e-Umgebung des
Grenzwerts fast alle Folgenglieder liegen. Nur endlich viele Folgenglieder dur-
fen sich auBerhalb befinden. Demgegenliber mlssen bei Haufungspunkten
nur unendlich viele Folgenglieder in jeder e-Umgebung sein. Es kdnnen also
auch unendlich viele Folgenglieder auBerhalb der e-Umgebung liegen.

Beispiel

Alternative Definition des Haufungspunkts

Als Beispiel betrachten wir die Folge (an)nen = ((—1)")nen. Diese hat
1 als Haufungspunkt. Fur jedes noch so kleine ¢ > 0 liegen namlich
alle Folgenglieder mit geradem Index asx, also unendlich viele, in der
Umgebung (1 — €, 1 + €). Formal schreiben wir dafiir ag, = (=1)?* =1 ¢
(1—¢,14¢)flrallek € Nundallee > 0.

Allerdings liegen nicht fast alle Folgenglieder fur allee > 0in (1 —¢,1 +

€). Fire = % zum Beispiel liegen auch unendlich viele Folgenglieder
auBerhalb dieser Umgebung, namlich alle mit ungeradem Index azx—1.

Formal:ag—1 = (-1)** ' =—-1¢ (3,3)=(1—¢,1+¢)flrallek € N.

Beweis der Aquivalenz

Nun mussen wir beweisen, dass beide Definitionen dquivalent sind. Genau
dann, wenn eine Zahl nach der Teilfolgen-Definition ein Haufungspunkt ist,
muss sie auch nach der Umgebungsdefinition Haufungspunkt der Folge
sein (und umgekehrt). Wir missen also folgenden Satz beweisen:

Satz
Aquivalenz der beiden Haufungspunkt-Definitionen

Sei (an)nen €ine Folge. Fur eine Zahl h € R sind folgende Definitionen
aquivalent:

e (an)nen besitzt eine gegen h konvergente Teilfolge.
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e In jeder Umgebung von h liegen unendlich viele Folgenglieder von

(an)nen.

Beweis
Aquivalenz der beiden Haufungspunkt-Definitionen

Beweisschritt 1: Wenn es eine gegen h konvergente Teilfolge gibt, dann
liegen in jeder e-Umgebung von h unendlich viele Folgenglieder. Wir wis-
sen, dass eine Teilfolge der Folge gegen h konvergiert. Sei nun U eine
beliebige Umgebung von h. Aus der Definition der Konvergenz folgt, dass
fast alle Folgenglieder der Teilfolge in der Umgebung liegen missen. Nun
sind aber fast alle Folgenglieder der Teilfolge unendlich viele Folgenglieder
der urspringlichen Folge. Jedes Folgenglied der Teilfolge ist namlich auch
ein Folgenglied der ursprunglichen Folge. Damit haben wir gezeigt, dass
in U unendlich viele Folgenglieder liegen.

Beweisschritt 2: Wenn in jeder Umgebung von h unendlich viele Folgen-
glieder liegen, dann gibt es eine gegen h konvergente Teilfolge. Wir wissen,
dassin jeder Umgebungvon hunendlich viele Folgenglieder liegen. Diesen
Umstand muissen wir ausnutzen, um eine Teilfolge zu finden, die gegen
h konvergiert. Hierflr wahlen wir immer kleiner werdende Umgebungen,
zum Beispiel die offenen Intervalle

Un=(h= 30+ 3)

Wir haben also folgende Folge von Intervallen:

Up=(h-1h+1)
Us=(h—3%,h+1)
Us=(h—3% h+3)
U= (h—3,h+13)

Wir wissen, dass jedes dieser offenen Intervalle unendlich viele Folgen-
glieder besitzt. Dies mussen wir ausnutzen, um eine gegen h konvergente
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Teilfolge (tn)nen zu finden. Diese Teilfolge konnen wir folgendermaBen
rekursiv definieren:

e t1 istirgendein Folgenglied in U;.

e Seienty,ta,...,tn—1 bereits bestimmt. Als nachstes Folgenglied t,, der
Teilfolge wahlen wir irgendein Folgenglied aus Uy, sodass der Index
von t, in der urspriinglichen Folge (an)nen groBer als alle Indizes von
t1,t2,...,tn—1ist.(Diesist notwendig, damit (¢,)necn auch wirklich eine
Teilfolge ist.)

Wegen t, € U, ist |h — tn| < %, dafirallexz € U, die Ungleichung
|h — x| < L gilt. Dies beweist, dass liMmy o0 tn = hist.

18.6 Zusammenhang Grenzwert — Haufungspunkte
Haufungspunkte als Verallgemeinerung von Grenzwerten

Aus beiden Definitionen des Haufungspunkts folgt direkt, dass jeder Grenz-
wert auch Haufungspunkt ist. Nach Definition konvergiert eine Folge genau
dann, wenn in jeder Umgebung um den Haufungspunkt fast alle Folgen-
glieder liegen. Damit liegen aber auch in jeder Umgebung unendlich viele
Folgenglieder, denn ,fast alle Folgenglieder” bedeutet ,alle Folgenglieder bis
aufendlich viele Ausnahmen® und dies impliziert ,unendlich viele Folgen-
glieder”. Dies zeigt, dass jeder Grenzwert auch Haufungspunkt ist:

Satz
Jeder Grenzwert ist Haufungspunkt

Bei konvergenten Folgen ist der Grenzwert der Folge auch ein Haufungs-
punkt.

Frage

Warum ist jeder Grenzwert auch nach der Teilfolgen-Definition ein Hau-
fungspunkt? Wir wissen: Wenn eine Folge konvergiert, muss jede Teilfolge
der Folge gegen den Grenzwert konvergieren. Damit gibt es aber eine Teil-
folge der Folge, die gegen den Grenzwert konvergiert. Wir konnen schlicht
eine beliebige wahlen. Nach der Teilfolgen-Definition des Haufungspunkts
ist damit jeder Grenzwert auch Haufungspunkt.
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18.6 Zusammenhang Grenzwert - Haufungspunkte

Umgekehrt ist aber nicht jeder Haufungspunkt ein Grenzwert. Im einfihren-
den Beispiel hatten wir eine Folge mit zwei Haufungspunkten kennengelernt.
Jedoch wissen wir, dass es hochstens einen Grenzwert pro Folge geben kann.
Der Grenzwert ist eindeutig. Die Haufungspunkte im einfihrenden Beispiel
sind demnach keine Grenzwerte.

Halten wir fest: Jeder Grenzwert ist Haufungspunkt, aber nicht jeder Hau-
fungspunkt ist Grenzwert. Damit ist der Begriff des Haufungspunkts eine
Verallgemeinerung des Grenzwertbegriffs. AuBerdem kénnen wir festhalten:
Da jeder Grenzwert ein Haufungspunkt ist und eine konvergente Folge genau
einen Grenzwert besitzt, mUssen alle Folgen divergieren, die keinen oder
mehr als einen Haufungspunkt besitzen:

Satz

Jede Folge mit mehr als einem oder mit keinem Haufungspunkt divergiert.

Frage

Konvergiert jede Folge mit genau einem Haufungspunkt? Beweise deine
Aussage! Nein, dem ist nicht so. Nehmen wir zum Beispiel die Folge

n, nistgerade
an = )
0, nistungerade

Diese Folge divergiert, weil sie unbeschrankt ist. Jedoch besitzt sie 0 als
einzigen Haufungspunkt.

Vergleich Haufungspunkt — Grenzwert

Grenzwert Haufungspunkt

Jede Teilfolge konvergiert gegen Mindestens eine Teilfolge

den Grenzwert. konvergiert gegen den
Haufungspunkt.
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In jeder e-Umgebung liegen fast
alle Folgenglieder.

Eine Folge hat hochstens einen
Grenzwert.

Jeder Grenzwert ist
Haufungspunkt.

In jeder e-Umgebung liegen
unendlich viele Folgenglieder.
Es kann beliebig viele
Haufungspunkte geben.

Es gibt Haufungspunkte, die keine
Grenzwerte sind.
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Kapitel 19

Satz von Bolzano-Weierstral}

In diesem Kapitel besprechen wir einen Satz, der fur viele Beweise hilfreich
ist: Der Satz von Bolzano-WeierstraB3, welcher nach Bernard Bolzano und Karl
WeierstraB benannt ist.

Dieser Satz garantiert die Existenz von Haufungspunkten bei beschrankten
Folgen und wird oft verwendet, um die Existenz von Grenzwerten oder Hau-
fungspunkten zu zeigen. Zwar konnte zum Nachweis dieser Existenz auch
das Intervallschachtelungsprinzip herangezogen werden, der Weg Uber den
Satz von Bolzano-Weierstral3 ist aber oftmals einfacher.

So wird in einigen Lehrblchern mit Hilfe des Satzes von Bolzano-WeierstraB
das Monotoniekriterium fir Folgen und Reihen gezeigt. Auch kann mit ihm
das Theorem bewiesen werden, dass stetige Funktionen auf abgeschlosse-
nen Intervallen der Form [a, b] mita, b € R beschrankt sind und ihr Maximum
und Minimum annehmen.
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19.1 Der Satz von Bolzano-WeierstraB

19.1 Der Satz von Bolzano-Weierstraf}

Eine visuelle Erklarung des Satz Bernard Bolzano (44)
von Bolzano-WeierstraB.

(YouTube-Video vom Kanal

Quatematik ) (43)

¥

A~

///mm/,'%
Karl WeierstraB (45)

Der Satz von Bolzano-WeierstraB lautet:

A Satz
' Satz von Bolzano-Weierstral}
Jede beschrankte Folge (2, )new Von reellen Zahlen besitzt mindestens
einen Haufungspunkt. Es gibt also eine reelle Zahl x, so dass mindestens
eine Teilfolge (), oy VON (Tn)nen gegen x konvergiert.

Diesen Satz kannst du so nachvollziehen: Eine Folge ist genau dann be-
schrankt, wenn es ein Intervall [s, S] gibt, so dass alle Folgenglieder in die-
sem Intervall liegen. Nun hat eine Folge unendlich viele Glieder. Wenn man
sie alle in das endliche Intervall s, S] sperrt, gibt es ein ziemliches Gedrange
und die Folgenglieder missen sich zwangsweise zum Teil sehr nah kommen.
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Kapitel 19 Satz von Bolzano-Weierstraf3

Nun sagt der Satz von Bolzano-WeierstraB, dass es mindestens eine reelle
Zahl x gibt, der die Glieder einer Teilfolge beliebig nah kommen. Diese Zahl z
ist Haufungspunkt der Folge. Beachte, dass « selbst kein Glied der Folge sein
muss. Auch kdnnte es insgesamt mehr als einen Haufungspunkt geben.

Wie bereits erwahnt, wird der Satz von Bolzano-WeierstraB bei Existenzbe-
weisen genutzt. So kann mit diesem Satz ein gesuchter Grenzwert oder ein
gesuchter Haufungspunkt gefunden werden. Dabei ist die Anwendung die-
ses Satzes oft einfacher als die Benutzung des Supremumaxioms oder des
Intervallschachtelungsprinzips. Der Grund liegt darin, dass die Beschrankt-
heit einer Folge oft leicht nachgewiesen werden kann. Demgegenuber lasst
sich das Supremumaxiom nur dann gut anwenden, wenn die gesuchte Zahl
Supremum einer gegebenen Menge ist und beim Intervallschachtelungs-
prinzip muss man eine geeignete Intervallschachtelung konstruieren bzw.
finden, die die gesuchte Zahl beliebig genau approximiert.

Hinweis
In der Literatur wird manchmal der Satz von Bolzano-WeierstraB3 in der
Form ,Jede reelle beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge”

formuliert. Der Satz ,Jede beschrankte Folge reeller Zahlen besitzt einen
Haufungspunkt® wird dann als Satz vom Haufungspunkt bezeichnet.

19.2 Notwendigkeit des Vollstandigkeitsaxioms

Fir den Satz von Bolzano-WeierstraB ist die Vollstandigkeit der reellen Zah-
len eine notwendige Eigenschaft. Um dies zu sehen, nehmen wir als Grund-
menge die rationalen Zahlen. Hier betrachten wir eine Folge rationaler Zahlen,
die gegen eine irrationale Zahl konvergieren wiirde. Weil diese Folge konver-
giert, muss sie auch beschrankt sein (wir hatten bereits nachgewiesen, dass
jede konvergente Folge beschrankt ist). AuBerdem ist der irrationale Grenz-
wert der einzige Haufungspunkt der Folge (jeder Grenzwert ist alleiniger
Haufungspunkt einer Folge).

Nun besitzt die gewahlte Folge keinen Haufungspunkt mehr, weil wir beim
Wechsel von R nach Q den einzigen Haufungspunkt der Folge entfernt haben.
Damit kann fir die Grundmenge der rationalen Zahlen der Satz von Bolzano-
WeierstraB nicht gelten. SchlieBlich kann es beschrankte rationale Folgen
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19.3 Beweis (mit Intervallschachtelung)

geben, die keine rationalen Haufungspunkte besitzen. Dieses Beispiel zeigt,
wie wichtig die Grundmenge fiir den Satz ist und dass wir zum Beweis das
Vollstandigkeitsaxiom der reellen Zahlen bendtigen werden. SchlieBlich
ist die Vollstandigkeit die wesentliche Eigenschaft, die die reellen von den
rationalen Zahlen unterscheidet.

19.3 Beweis (mit Intervallschachtelung)

Beweis

Satz von Bolzano-Weierstral}

Sei (zn)nen eine beschrankte Folge. Wir wissen, dass es ein sund ein S
gibt, so dass alle Folgenglieder in [s, S| liegen (die Folge ist beschrankt):

S X $
|

Nun mussen wir einen Haufungspunkt der Folge finden. Wir wissen be-
reits, dass wir hierfur die Vollstandigkeit von R benotigen, welche wir tber
das Intervallschachtelungsprinzip eingefuhrt haben. Zur Erinnerung: Eine
Intervallschachtelung ist eine Moglichkeit, eine Zahl durch eine Folge
von immer kleiner werdenden Intervallen I, = [an, bn]| Zu approximieren.
Die gesuchte Zahl z ist dabei Element jedes Intervalls [an, b,] der Inter-
vallschachtelung. Dabei ist a,, eine Abschatzung nach unten und b, eine
Abschatzung nach oben von z, also an, < x < by,.

Wenn die Breite der Intervalle gegen 0 konvergiert (also die Approximation
beliebig genau wird), dann garantiert das Intervallschachtelungsprinzip,
dass durch die Intervallschachtelung genau eine reelle Zahl beschrieben
wird. Es gibt also genau eine reelle Zahl, die in allen Intervallen [a,, by]
liegt.

Fazit: Um den gesuchten Haufungspunkt z von (z,)nen zu finden, kon-
nen wir eine Intervallschachtelung konstruieren, bei der jedes Intervall
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Kapitel 19 Satz von Bolzano-Weierstraf3

approximiert. Das Intervallschachtelungsprinzip garantiert uns dann die
Existenz von z. Wie gehen wir bei der Konstruktion der Intervallschachte-
lung vor?

Zunéachst setzen wir [s, S] als erstes Intervall I;. Wir wissen ja bereits,
dass in diesem Intervall alle Folgenglieder liegen und damit sich auch
der gesuchte Haufungspunkt in diesem Intervall befinden muss:

Xn

1 I1 bl

D 0
I__Im

Jetzt teilen wir das Intervall in zwei gleich groBe Intervalle:

S X S
—P’—.—.—._{..—’—.—.H—}—F
a Iy b,

Da die Folge (x»)nen unendlich viele Folgenglieder besitzt, missen in
mindestens einem der beiden Intervalle unendlich viele Folgenglieder von
(zn)nen liegen. Dieses Intervall setzen wir als das zweite Intervall I der
Intervallschachtelung. Da I> unendlich viele Folgenglieder der ursprungli-
chen Folge besitzt, sollte sich in diesem Intervall ein Haufungspunkt der
urspringlichen Folge befinden:

DL n
N

N
oL

2

Nun kénnen wir wiederum I in zwei gleich groBe Teilintervalle aufteilen:
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19.3 Beweis (mit Intervallschachtelung)

S Xn S
[ T 1 |
t 1 1 1
ap P b,

Als nachstes Intervall I3 wahlen wir das Teilintervall von I, welches wie-
derum unendlich viele Folgenglieder der urspriinglichen Folge besitzt. Wir
wissen, dass I3 existiert, weil sich bereits in I> unendlich viele Folgenglie-
der der urspringlichen Folge befinden und damit auch in mindestens
einem der zwei Teilintervalle unendlich Folgenglieder von (z, )nen liegen
mussen:

S X

| r 1n ?
L 1 |
as I3 bs

Dieses Verfahren wiederholen wir beliebig oft, so dass wir am Ende eine
Intervallschachtelung (I,)ren erhalten. Formal kénnen wir die Intervall-
schachtelung wie folgt beschreiben: Setze I1 = [s,S]. Ist I = [ak, bk]
gegeben, so setze M = }(ax + bx) und

l[ak, M] in [ak, M]liegen unendlich viele ax,

Ixy1 = [ag+1,b =
bt = Lok, bl {[M,bk} sonst

Die Breite der Intervalle I,, halbiert sich bei jedem Schritt. Es ist
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Kapitel 19 Satz von Bolzano-Weierstraf3

=15
B = 310 = 515 = s
15| = 51| = 5515 — o
14l = 51| = 5515 — o

1

ing‘S‘*S‘

1
I = = |In-a| =
[Tl = 51|

Dabei ist |I,,| die Breite des n-ten Intervalls. Es folgt

1
an—1

|In| = IS — 5| 22220

Die Breite der Intervalle konvergiert gegen 0 und damit gibt es nach dem
Intervallschachtelungsprinzip genau einen Punkt z, der in allen Inter-
vallen I, liegt. Dieser Punkt sollte Haufungspunkt der Folge sein. Das
mussen wir aber noch beweisen.

Betrachten wir hierzu fiir ein beliebiges € > 0 die e-Umgebung (z —¢, x +¢)
von z. Weil lim, o |In] = 0 ist, gibt es ein N € N mit |In]| < e Wegen
x € Iy ist damit aber Iy C (z — €,z + €). Nun hatten wir die Intervalle
so konstruiert, dass in jedem Intervall unendlich viele Folgenglieder von
(zn)nen liegen. Also liegen auch in Iy unendlich viele Folgenglieder der
urspriinglichen Folge. Wegen In C (z — €,z + €) sind alle Elemente von
In auch Elemente von (z — ¢,z + €). Damit missen aber auch in der
e-Umgebung unendlich viele Folgenglieder von (z»)nen liegen (ndmlich
mindestens diejenigen, die bereits in Iy liegen).

Weil e > 0 beliebig gewahlt wurde, liegen in jeder e-Umgebung von z
unendlich viele Folgenglieder von (z,)nen. Dies beweist, dass = Haufungs-
punkt von (z,)nen ist, womit diese Folge mindestens einen Haufungs-
punkt besitzt.
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Kapitel 20

Bestimmte Divergenz

Bisher haben wir vor allem die Konvergenz von Folgen untersucht. In diesem
Kapitel werden wir uns mit divergenten Folgen beschaftigen. Hier kdnnen
namlich zwei Arten der Divergenz unterschieden werden: Bestimmte und
unbestimmte Divergenz.

20.1 Motivation

Wenn wir uns divergente Folgen anschauen, dann gibt es Folgen wie a,, = n,
b, = 2" und ¢, = —n+ 2 - (—1)", die ein eindeutiges Streben gegen +oco
oder —oo aufweisen:
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Kapitel 20 Bestimmte Divergenz

Avithmetische Folge Geometische Folge
n

10F

Folgenglied
Folgenglied

Die Folge a, = n strebt eindeutig Die Folge b, = 2" strebt eindeutig
gegen +o0. (52) gegen +00. (53)
Die Folge ¢, = —n+2- (—1)"

strebt eindeutig gegen —oc. (54)

Bei solchen Folgen werden wir sagen, dass sie bestimmt gegen +oco bezie-
hungsweise gegen —oo divergieren. Demgegenlber gibt es bei Folgen wie
dn = (—1)" oder e, = (—1)" - n kein solches eindeutiges Streben. Die Folge
dn = (—1)" ist beschrankt und kann deswegen weder gegen +oo noch gegen
—oo divergieren.

Die Folge e, = (—1)" - n ist zwar unbeschrankt, ihr Streben ist aber nicht
eindeutig. Diese Folge besitzt namlich Teilfolgen, die gegen +oo streben, und
andere Teilfolgen, die gegen —oo streben:
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20.2 Definition

Alternierende Foige

Die alternierende Folge Die Folge e, = (—1)" - nist zwar
dn = (—1)" ist beschrankt und unbeschrankt, besitzt aber auch
kann deswegen nicht gegen kein eindeutiges Streben gegen
unendlich streben. (55) +o0 oder —o0. (56)

20.2 Definition

Wir haben gesehen, dass die bestimmte Divergenz das eindeutige Streben
einer Folgen gegen 400 oder gegen —oo ist. Wie kann dies mathematisch
formuliert werden?

Beginnen wir mit der bestimmten Divergenz gegen +o0o: Wenn eine Folge
gegen +oo strebt, dann wird diese Folge groBer als jede Zahl — egal wie
groB sie ist. Mehr noch: Egal wie groB man eine Zahl S annimmt, fast alle
Folgenglieder dieser Folge liegen Uber dieser Zahl. Es existiert also ein Index
N, ab dem alle folgenden Folgenglieder groBer gleich S sind. Damit wird die
Zahl S ab dem Index N nicht mehr unterschritten. Dies ist dann auch die
Definition der bestimmten Divergenz gegen +oc:

Definition
Bestimmte Divergenz gegen +oco

Eine Folge (an)nen divergiert bestimmt gegen +oo, wenn fir jede Zahl
S € R fast alle Folgenglieder groBer oder gleich S sind. Fur alle reellen
Zahlen S gibt es also einen Index N, sodass a, > S furallen > N ist:

VSeRAN eNVR>N:a, > S
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Kapitel 20 Bestimmte Divergenz

Wir konnen die Aussageform der bestimmten Divergenz gegen unendlich so
Ubersetzen:

VS eR dN eN Vn > N :
N—— N—— ——
Fir jede reelle Zahl S existiert ein Mindestindex N, sodass fur alle Indizes n> N
an > S
N——

das Folgenglied a,, groBer gleich S ist

Analog kénnen wir die bestimmte Divergenz gegen —oo definieren:

Definition
Bestimmte Divergenz gegen —co

Eine Folge (an)nen divergiert bestimmt gegen —oco, wenn flr jede Zahl
s € R fast alle Folgenglieder kleiner oder gleich s sind. Fir alle reellen
Zahlen s gibt es also einen Index N, sodass a, < s flrallen > N ist:

Vs e RIN e NVn >N :a, <s

20.3 Schreibweise

Wenn eine Folge (an)nen gegen +oo bestimmt divergiert, dann schreiben wir

lim a, = +
n—oo

Analog benutzen wir folgende Schreibweise, wenn eine Folge (an)nen gegen
—oo bestimmt divergiert:

lim a, = —0c0
n—oo

20.4 Bestimmte Divergenz als uneigentliche
Konvergenz

Die Schreibweise lim, o an = +00 suggeriert, dass die Folge (an)ncn gegen
unendlich konvergiert. Hier liegt aber eine Divergenz und keine Konvergenz
vor! Das Symbol +oo ist ndmlich keine reelle Zahl. Konvergente Folgen diirfen
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20.4 Bestimmte Divergenz als uneigentliche Konvergenz

per Definition aber nur reelle Zahlen als Grenzwerte besitzen. Es gibt aller-
dings Parallelen zwischen der Konvergenz und der bestimmten Divergenz:
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Konvergenz Bestimmte Divergenz

In jeder e-Umgebung liegen fast In jedem Intervall [S, o) liegen
alle Folgenglieder. fast alle Folgenglieder.

Alle Teilfolgen konvergieren gegen  Auch alle Teilfolgen divergieren
denselben Grenzwert. bestimmt gegen +o0.

Jede konvergente Folge ist Jede bestimmt divergente Folge ist
beschrankt. unbeschrankt.

Dementsprechend gibt es fur bestimmte Divergenz auch den Begriff der
uneigentlichen Konvergenz. Das Wort ,uneigentliche Konvergenz® deutet darauf
hin, dass die bestimmte Divergenz gewisse Ahnlichkeiten zur Konvergenz
aufweist. Sie ist aber in ihrem Wesen eine Divergenz.

Warnung

Es ist wichtig, dass wir uns merken, dass die bestimmte Divergenz ei-
ne Art der Divergenz ist, obwohl sie der Konvergenz dhnelt und wir sie
als uneigentliche Konvergenz bezeichnen. Wir dirfen also auf bestimmt
divergente Folgen keine Rechenregeln anwenden, die nur fir konvergen-
te Folgen gelten. Ein Beispiel ist die Produktregel lim,—o(an - bn) =
iMoo Gn - liMp o0 by. Diese Regel gilt fur bestimmt divergente Folgen
nicht, wie die folgende Umformung zeigt:

1= Ilim <n-l>: lim n- lim l:oo~0:0

n— o0 n n— 00 n—oo M

Man erhalt also die falsche Aussage 1 = 0, wenn man die Produktregel
auf bestimmt divergente Folgen anwendet. Wir mlssen also vorsichtig
sein, welche Rechenregeln wir auf bestimmt divergente Folgen anwenden.

174



Kapitel 21

Lim sup und Lim inf

Der Limes superior und der Limes inferior ist der groBte und der kleinste Hau-
fungspunkt einer Folge. Diese dienen als partiellen Ersatz fir den Grenzwert,
wenn dieser nicht existiert.

21.1 Motivation

Der Grenzwert einer Folge ist diejenige Zahl, gegen die eine Folge im Unend-
lichen strebt. In jeder Umgebung um den Grenzwert liegen fast alle Folgen-
glieder und damit befinden sich nur endlich viele Folgenglieder auBerhalb
einer beliebigen Umgebung:

Auch, wenn nicht jede Folge einen Grenzwert besitzt, kann man sowohl bei
konvergenten als auch bei divergenten Folgen einiges Uber ihr Verhalten
im Unendlichen aussagen. Im Kapitel Hdufungspunkt einer Folge haben wir
bereits das Konzept des Haufungspunkts als Verallgemeinerung des Grenz-
werts kennengelernt. Der Haufungspunkt ist eine Zahl, gegen die ein Teil der
Folge strebt und um die sich deswegen die Folgenglieder ,haufen®. Damit
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Kapitel 21 Lim sup und Lim inf

kénnen sie benutzt werden, um das Verhalten einer Folge im Unendlichen
zu beschreiben.

Durch Angabe des groBten und des kleinsten Haufungspunkts konnen wir
den Bereich einschranken, wo sich diese Haufungspunkte befinden. Der
groBte Haufungspunkt wird dabei Limes superior und der kleinste Limes inferi-
or genannt. Dabei verwenden wir fiir den groBten Haufungspunkt einer Folge
(an)nen den Ausdruck limsup,, , _ an und fir den kleinsten Haufungspunkt
liminf, oo an.

Das abgeschlossene Intervall [lim inf, o0 an, limsup,,_, _ an] zwischendem
kleinsten und groBten Haufungspunkt ist eine Art ,verallgemeinertes Grenz-
wertintervall. Wir kdnnen namlich zeigen, dass sich bei beschrankten Fol-
gen in jeder Umgebung um dieses Intervall fast alle Folgenglieder befinden.
AuBerhalb einer solchen Umgebung befinden sich nur endlich viele Fol-
genglieder. In der folgenden Abbildung ist dies flr eine Epsilon-Umgebung
liminf,— oo an — €, limsup,,_, . an + €] umdieses Intervall illustriert. AuBer-
halb dieses "Schlauchs” befinden sich nur endlich viele Folgenglieder und
innerhalb fast alle:

€
¢ - -limsup a,

oo~ T Yiminfa,

21.2 Definition

Wir wollen eine Folge genauer durch die Bestimmung des kleinsten und
groBten Haufungspunkts beschreiben. Dadurch schwachen wir den Grenz-
wertbegriff ab und gewinnen einen anderen Blick auf die Folge. Der groBte
Haufungspunkt wird Limes superior genannt und wird bei einer Folge (an)nen
mit lim sup a, bezeichnet. Der kleinste Haufungspunkt ist der Limes inferior
und wird als lim infa,, beschrieben:
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21.3 Beispiele

Definition

Limes superior

Der Limes superior einer Folge (ax)nen ist bei nach oben beschrankten Fol-
gen der groBte Haufungspunkt dieser Folge und wird mit lim sup a,, bezeich-
net. Bei nach oben unbeschrankten Folgen schreibenwirlimsup, . a, =
Q.

Definition

Limes inferior

Der Limes inferior einer Folge (an )nen ist bei nach unten beschrankten Fol-
gen der kleinste Haufungspunkt dieser Folge und wird mit lim inf a,, bezeich-
net. Bei nach unten unbeschrankten Folgen setzen wir liminf,_ o an =
—0OQ.

21.3 Beispiele

Beispiel

Wir zerlegen die Folge (an)nen = (—1)" n in ihre eigenen Bestandteile,
indem wir dazu die Folgen (by)neny = (—1)" und (¢n)nen = n definieren.

DieTeilfolgen der divergenten Folge b, haben die Haufungspunkte klim bak—1 =
—00

—lund lim by, = 1.
k— o0
Die Folge c,, ist dahingegen bestimmt divergent mit lim ¢, = oco.
n— oo

wir figen nun die "Grenzwerte” von b, = (—1)" und ¢, = n zusammen.

Aufgrund von klim bar—1 = —1 ergibt sich die nach unten unbeschrankte
— 00

Folge limg—oo G2k—1 = liMp00 —2k+1 = —00.Da klim bar = 1 gilt, erhal-

—00

ten wir die nach oben unbeschrankte Folge limy_, o a2k = limg o0 2k =

00.

Somit gilt limsup,,_,  an = cound liminf, . an = —oo.

Beispiel

177



N

R, 'it

Kapitel 21 Lim sup und Lim inf

Ist (an)neny = D" s ist limy o0 an = 0. Da die Folge (an) konvergiert,

n

hat sie nur den Haufungspunkt 0. Daher ist

limsupa, =liminfa, =0
n—oo n—roo

Beispiel

Ist (an)nen = n, so ist lim, o an, = oo. Also ist (a,) nach oben unbe-
schrankt. Somitist limsup,,_, _ an = co. Des Weiteren ist (a,) nach un-
ten (durch 1) beschrankt und besitzt keine Haufungspunkte, da VS € R
fast alle a,, > S sind. Daher ist auch liminf, o a, = occ.

21.4 Zusammenhang mit Grenzwert

Eine Folge konvergiert genau dann, wenn der Limes superior und der Limes
inferior existieren und Gbereinstimmen:

Satz
Limes superior/inferior und Konvergenz

Eine Folge a, konvergiert genau dann, wenn gilt:

—oo < limsupa, =liminfa, < oo
n—oo

n— oo
Losungsweg

Limes superior/inferior und Konvergenz

Wir missen die Aquivalenz

lim a, =a €R < —oo <limsupa, =a=Iliminfa, < oo

n—oo n—00 n—o0

zeigen.

Die Hin-Richtung "=" des Beweises ist einfach. Da jede konvergente Folge
beschrankt ist, folgt sie unmittelbar aus der Definition von lim sup und
liminf.
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214 Zusammenhang mit Grenzwert

Flr die RUck-Richtung ”<" verwenden wir die alternativen Umgebungs-
Definitionen von Grenzwert und Haufungspunkt. Zur Erinnerung:

Eine Folge (a,) konvergiert genau dann gegen a € R, wenn Ve > 0 fast
alle an € (a — €,a + €), und eine Folge (a,) hat den Haufungspunkt a € R,
wenn Ve > 0 unendlich viele a, € (a — €,a + €).

Beweis
Limes superior/inferior und Konvergenz

Beweisschritt 1: ”=” Konvergiert (a,) gegena € R, soist (a,) beschrankt,
und a ist der einzige Haufungspunkt der Folge. Nach Definition ist daher

limsup a,, = groBter HP von (a,) = a = kleinster HP von (a,) = liminfa,
n—oo n—o0

Beweisschritt 2: <" Gelte limsup a, = a = liminfa,.

n—oo n— oo

Daa = limsup a, der gréBte Haufungspunkt von (a,,) ist, liegen nach den
n—o0

alternativen Definitionen eines Haufungspunktes und des Grenzwertes

far alle e > 0 unendlich viele Folgenglieder in (a — €,a + €) und fast alle

Folgenglieder in (—oo,a + ¢).

Daa = liminfa, der kleinste Hadufungspunkt von (a,) ist, liegen fur alle
n—oo

€ > 0 unendlich viele Folgenglieder in (a —¢, a+€) und fast alle Folgenglieder

in (a— € 00).

Also liegen fiir alle e > 0 fast alle Folgenglieder in (a — €,a + ¢), d.h. (an)
konvergiert gegen a.

Hinweis
Der Satz lasst sich auch auf bestimmt divergente Folgen Ubertragen. Es
gilt

lim an = o0 <= liminfa, =limsupa, = +oo

n— oo n— oo n— 00
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Kapitel 21 Lim sup und Lim inf

Ubung
Limes superior/inferior und unbestimmte Divergenz

Beweise die Aussage fur +oc.

Losungsweg
Limes superior/inferior und unbestimmte Divergenz

Wieder mUssen wir beide Richtungen zeigen. Die Hinrichtung "=-" folgt
wieder direkt aus der Definition. Die Rlckrichtung "< ist hier auch wieder
etwas aufwendiger.

Beweis
Limes superior/inferior und unbestimmte Divergenz

Beweisschritt 1: =. Gelte lim, . a, = co. Dann ist (a,) nach oben un-
beschrankt und nach unten beschrankt. Damitistlimsup,,_,  a, = 00
(und liminf, o an # —00). AuBerdem kann (a,) keinen Haufungspunkt
a € R haben. Daher gilt auch liminf, o an = 00.

Beweisschritt 2: <=. Gelte liminf, o a, = limsup,,_, _ a, = co.Dannist
(an)nachoben unbeschranktund nach unten beschrankt.Daliminf,— o an #
a € Rist, hat (a,) keine Haufungspunkte. Daraus kdnnen wir nun limy, ;o0 an =
oo folgern. Wir mussen also zeigen:

Sei (an)nen eine nach unten beschrankt reelle Folge, die keinen Haufungs-
punkt in R besitzt, dann konvergiert (a.) uneigentlich gegen oc.

Dies kdnnen wir am bestem mit einem Widerspruchsbeweis machen: Gelte
(an) sei nach unten beschrankt und (a,) konvergiert nicht uneigentlich
gegen oo, d.h.

=-(VS >03IN eNVn> N :a, > S5)
=35 >0VNeN-(VYn>N:a, > S)
=39 >0VNeN3In'>N:a,y <SS

Also gibt es unendlich viele n’ € N mita, < S.Aus diesen kann man
eine beschrankte Teilfolge (a,’) C R bilden. Nach dem Satz von Bolzano-
WeierstraB gibt es eine konvergente Teilfolge (a,/,) von (a,/). Da eine
Teilfolge einer Teilfolge wieder eine Teilfolge (der urspriinglichen Folge)
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21.5 Alternative Charakterisierung von Limes Superior und Limes Inferior

ist, besitzt (a,) damit eine konvergente Teilfolge und somit einen Hau-
fungspunkt.

21.5 Alternative Charakterisierung von Limes
Superior und Limes Inferior

Ist (an)nen beschrankt, so lassen sich limsup,, , . an und liminf, e an
auch wie folgt charakterisieren:

S Satz
Alternative Definition von lim sup und lim inf

Ist (an)nen €ine beschrénkte reelle Folge, so gilt

limsupan, = I|m sup{an :n >k} = |nf sup{an : n >k}

n—oo

liminfa, = I|m inf{an :n >k} = suplnf{an in >k}

n— oo

Beispiele

Da diese Charakterisierungen von lim sup und lim inf am Anfang etwas abs-
trakt wirken, wollen wir sie zunachst an zwei Beispielen veranschaulichen:

Beispiel
Sei zunachst (an)neny = ((—1)")nen = (—1,1,-1,1,—-1,1,...). Entschei-
dend ist es nun, (bx)ken = (sup{an : n > k})ren und (bi)ren = (inf{an, :
n > k})ren zU bestimmen. Dies ist hier aber nicht allzu schwer. Da
die Folge (an) nur die Werte =1 annimmt, und beide unendlich oft, ist
b = sup{an : n >k} =1und by = inf{a, : n > k} = —1furalle k € N.
Damit ergibt sich

limsupa, = I|m b= liml1l=1
n— oo k—o00
und
liminfa, = I|m bk = lim -1=-1
n—oo k— o0 k— o0
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Kapitel 21 Lim sup und Lim inf

Beispiel

="

11 B
y—%5,51---)»SOist

N

I

W=

Ist (an)nEN = ( )nEN = (_17 %7 -
(bk)kGN = (Sup{an n2> k})kEN = (%7 %7 ia ia %7 %7 . )

Daraus folgt dann

limsupa, = lim by =0
n—s00 k—o0

Frage
Verstandnisaufgabe

Bestimme analog liminf, . an. Es gilt
(br)ken = (inflan 1 n > k}gen = (-1,—-%, -3, -1, -1 -1 -1 )
Und daher ist ebenfalls

liminfa, = lim by =0
n—o0o k—oo

21.6 Rechenregeln fur Limes Superior und Limes
Inferior

Satz
Monotonieregel

Seien (an)nen Und (byn)nen beschrankte reelle Folgen mit a,, < b, flr alle
n € N. Dann gilt

liminfa, <liminfb,
n—r o0 n— oo

und

limsupa, <limsupbn,

n—00 n—00
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21.6 Rechenregeln flr Limes Superior und Limes Inferior

Beweis

Monotonieregel

Seilimsup,, , . an = h; dergroBte Haufungspunktvon (a,) undlimsup,, , . b, =
hy der groBte Haufungspunkt von (b,,). Diese existieren nach Bolzano-
WeierstraB, da die Folgen nach Voraussetzung beschrankt sind. Seie > 0
gegeben. Da hj, der groBte Haufungspunkt von (by,) ist, gibtes ein N € N,
sodass furallen > N: h; + € > b,. Wegen a, < b, gilt aber auch fir alle

n > N:h} + € > a,. Also muss h}; < hy + € gelten. Da € > 0 beliebig war,
folgt h;, < hy.

Ubung

Monotonieregel

Zeige analog liminf, o an < liminf, o0 by.

Satz
Zusammenhang limsup und liminf

Sei (an)nen eine beschrankte reelle Folge. Dann gilt

—limsupa, = liminf(—ay)
n— oo n—oo

Beweis
Zusammenhang limsup und liminf

Sei h* = limsup,,_,_ an der groBte Haufungspunkt von (a,). Wir miissen
zeigen, dass —h" = liminf,Lo(—ay) gilt, also dass —h™ der kleinste
Haufungspunkt von (—a,) ist. Dies tun wir in zwei Schritten:

1. Wir zeigen: —h™ ist ein Haufungspunkt von (—a,,)

2. Wir zeigen: —h™ ist der kleinste Hadufungspunkt von (—a,,)

Beweisschritt1: Wegen h™ = limsup,,_, _ an gibteseine Teilfolge (an, )ren
von (@n)neny Mit liMg_ oo an, = h*. Mit den Rechenregeln fir Grenzwer-
te gilt dann limg 00 —Gn;, = — liMi 00 an, = —h™. Also konvergiert die

Teilfolge (—an, ) von (—an) gegen —h™, d.h. —h™ ist Haufungspunkt von
(=an).

Beweisschritt 2: Sei h ein beliebiger Haufungspunktvon (—a, ), dann gibt
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Kapitel 21 Lim sup und Lim inf

es eine Teilfolge (—an, ) von (—an) mit limg_ oo —an, = h. Mit den Grenz-
wertregeln folgt dann aber limg o0 n), = liMisoo —(—an,) = — liMisoo(—an,) =
—h. Also ist —h ein Haufungspunkt von (a,). Da h* der groBte Haufungs-

punkt von (ay) war, folgt —h < h*. Dies ist dquivalentzu h > —h".

Da h ein beliebiger Haufungspunkt von (—a») war, folgt daraus, dass —h*
derkleinste Haufungspunktvon (—ay) ist.Also gilt —h* = lim inf, oo (—an),
und genau das wollten wir zeigen.

Satz
Summenregel

Seien (an)nen Und (bn)nen reelle Folgen. Dann gilt

limsupa, + liminfb, <limsup(an + b,) < limsupa, + limsupb,
n— o0 n—00 n— oo n— oo n— oo

Beweis
Summenregel

Beweisschritt 1: Zundchst zeigen wir die 2. Ungleichung lim sup,, , __(an+
bn) S lim Supn—»oo an + lim Supn—)oo b":

Sei hy = limsup, ,  an, hy = limsup,,_, b, und haqs €in beliebiger
Haufungspunkt von (a, + by). Dann gibt es eine Teilfolge (an, + b, ) von
(an +bn) Mitlimg o0 any, + by = haye.

Sei nun e > 0 beliebig. Da h}; der gréBte Haufungspunkt von (a,) und hj
der groBte Haufungspunkt von (by,) ist, gibt es ein K € N, so dass fur
alle k > K gilt: an,, < hy + $undb,, < hj + 5. Alsogiltfirallek > K
auch an, + by, < h; + hj + e Nach der Monotonieregel fir Grenzwerte
gilt damit hayp = liMr o0 Gny, + bny, < hy + hy + €. Dae > 0 beliebig war,
folgt daraus hq4s < hj; + hy. Da nun hep ein beliebiger Haufungspunkt
von (an + by) war, gilt

hgiy =limsup(an + b,) < h} + hy =limsupa, + limsupb,

n— o0 n— oo n—00

Beweisschritt 2: Nun zeigen wir die erste Ungleichung limsup,, ., an +
liminfn,—oe bn < limsup, . (an + bn). Dafir verwenden wir die 2. Un-
gleichung, die wir gerade bewiesen haben, und die limsup/liminf-Regel
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21.6 Rechenregeln flr Limes Superior und Limes Inferior

(=limsup,,_, . an = liminf, .. (—ax)) von oben. Es gilt

limsupa, =limsup(an + bn) + (—bn)

n—oo n—o0
2.Un- . .
< limsup(an + bn) + lim sup(—by)
gleichung  n—oco n— 00

U i sup(@n + ba) — liminf(—(—b,))

Regel n—c0 n— oo

= limsup(an + b,) — liminfb,

n—oo n—r oo
Diesistaberaquivalent zurersten Ungleichunglimsup, ,  an+liminf, o by, <

limsup,,_, . (an + bn).

Ubung
Beispiel zur Summenregel

Finde konkrete Folgen (a,) und (b,) mit

limsupan, + liminfb, < limsup(an + bn) < limsupa, + limsupb,
n— o0

n—oo n—roo n— 00 n—roo

Losung
Beispiel zur Summenregel

Beispielsweise kdnnen wir

(-1 fallsn =2k
an =
fallsn =2k + 1

1
2

und

(=D fallsn =2k
fallsn =2k +1

wahlen. Dann ist

und
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Kapitel 21 Lim sup und Lim inf

(b") = (%717 %7 _1a a17 %7 _17 .. )

NI

Also haben (an) und (by) jeweils die Haufungspunkte —1,  und 1. AuBer-
dem ist

0 fallsn =2k
an + bn =
1 fallsn=2k+1

Somit hat (an + b,) die Haufungspunkte 0 und 1. Damit gilt

limsupa, + liminfb, <limsup(an, + b,) < limsupa, + limsupb,
n—oco n—0oo n—oo n—o0o n—o00

=14+(—1)=0 =1 =141=2
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Kapitel 22

Cauchy-Folgen

22.1 Motivation

In dem letzten Kapitel haben wir den Begriff des Grenzwerts einer Folge ken-
nengelernt. Du hast auch gesehen, wie man die Konvergenz einer Folge mit
Hilfe der Epsilon-Definition des Grenzwerts beweisen kann. Fur den Konver-
genzbeweis mit der Epsilon-Definition ist es aber notwendig, den Grenzwert
der Folge zu kennen bzw. eine Vermutung zu haben, was der Grenzwert der
Folge sein konnte.

Die Epsilon-Definition des Grenzwerts lautet namlich: Zu jedem € > 0 gibt
esein N € N, so dass die Ungleichung |a, — a| < e flr allen > N erfillt
ist. Dabei ist a der Grenzwert der Folge (ax)nen. DU siehst: In der Epsilon-
Definition muss man den Grenzwert a kennen. Doch wie konnen wir die
Konvergenz einer Folge zeigen, wenn es sehr schwer oder sogar unmaoglich
ist, den Grenzwert der Folge zu bestimmen? Deshalb steht in diesem Kapitel
folgende Frage im Vordergrund:

Wie kann man beweisen, dass eine Folge konvergiert, ohne den Grenzwert
dieser Folge zu kennen?

Wie wurdest du dieses Problem 16sen? Ein erster Ansatz ist folgende Hypo-
these:
Eine Folge konvergiert genau dann, wenn der Abstand zwischen benach-
barten Folgengliedern beliebig klein wird.

Diese Hypothese ist plausibel. Ist aber dieses Kriterium ausreichend? Leider
nicht! Nimm zum Beispiel die Folge

(-Tn)neN = (17 27 2%7 37 3%7 3%7 47 4%7 4%7 . )
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Kapitel 22 Cauchy-Folgen

Die Folge wird beliebig groB und divergiert damit. Der Abstand benachbarter
Folgenglieder wird aber beliebig klein. Hier siehst du, dass wir ein starkeres
Kriterium als unsere obige Hypothese benétigen. Cauchy-Folgen erfiillen
genau dieses starkere Kriterium.

22.2 Herleitung von Cauchy-Folgen

Nehmen wir die Epsilon-Eigenschaft des Grenzwerts und ,spielen® ein wenig
damit herum. Wenn eine Folge (a»)nen gegen a konvergiert, dann wissen wir
aus der Epsilon-Definition der Konvergenz:

Ve >03IN e NVn > N :la—an| <e€

Fixieren wir ein € > 0. Es gibt dann einen von € abhangigen Index N, € N, so
dass |a — an| < e fur alle n > N ist. Seien nun n,m > N.. Damit ist
la —an| <€
la —am| <€
Insgesamt erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgende Abschat-
zung fir |an — am|:
lan — am| = |(an — a) + (a — an)|
| Dreiecksungleichung: |z + y| < |z| + |y|
<lan —al+|a —anm|
—— N——
< € <e

< 2e

Folgenglieder nach axn. mussen also alle untereinander einen Abstand klei-
ner als 2¢ besitzen. Dies kann auch aus folgender Uberlegung gefolgert
werden: Alle Folgenglieder nach ay, missen in der e-Umgebung (a — ¢, a +¢€)
liegen:

a-g a ate
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22.3 Definition von Cauchy-Folgen

Obige Epsilon-Umgebung besitzt die Breite 2e. Da alle Folgenglieder nach an,
in dieser Umgebung liegen, muss ihr Abstand untereinander kleiner als 2¢
sein. Insgesamt haben wir also flr die konvergente Folge (ax)nen folgendes
gezeigt:

Ve > 03N € NVn,m > N : |an — am]| < 2¢

Diesen Ausdruck kénnen wir nun schoner schreiben. Hierzu setzen wir € =
2e. Wenn ¢ alle positiven Zahlen durchlauft, dann durchlauft auch € alle
positiven Zahlen. Die Abbildung z + 2z bildet ndmlich R bijektiv auf R*
ab (diese Abbildung nutzen wir, wenn wir € = 2¢ setzen). Damit ist

Ve > 03N e NVn,m > N : |an — am| < €

Folgen mit dieser Eigenschaft werden Cauchy-Folgen genannt. Du siehst, dass
diese Definition nicht auf den Grenzwert einer Folge zugreift. Spater werden
wir sehen, dass eine reelle Folge genau dann konvergiert, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist. So kann man die Konvergenz einer Folge beweisen, ohne
den Grenzwert kennen zu mussen.

Hinweis

dr
In den folgenden Abschnitten werden wir auch bei Cauchy-Folgen wieder
€ anstelle von € nutzen.

22.3 Definition von Cauchy-Folgen

EinfGhrung und Erklarung von Cauchy-Folgen. (YouTube-Video vom Kanal
Quatematik ) (60)
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Kapitel 22 Cauchy-Folgen

Fassen wir das bisher Hergeleitete zusammen:

Definition
Cauchy-Folge

Eine Folge (an)nen heiBt Cauchy-Folge, wenn es zu jedem e > 0 eine natir-
liche Zahl N € N gibt, so dass |an — am| < € furallen,m > N ist.

Intuitiv gesprochen ist eine Folge genau dann eine Cauchy-Folge, wenn die
Abstande der Folgenglieder untereinander beliebig klein werden. Beachte,
dass hier mehr als nur der Abstand direkt benachbarter Folgenglieder ge-

meint ist. Zur Illustration:

n

Eine Cauchy-Folge: Der Abstand
der Folgenglieder untereinander
wird beliebig klein (61)

Beispiel
Eine Cauchy-Folge

Die Folge (an)nen Mitan, = =

VOV M AN AN
X
k'

’ n

Keine Cauchy-Folge: Der Abstand
der Folgenglieder untereinander
wird nicht beliebig klein (62)

ist eine Cauchy-Folge. Dazu mussen wir

zeigen, dass es zu jedem e > Oein V € N gibt, so dass furallen,m > N

gilt
1

an _aml =

1‘ m-—n| _ |m-—n|
_2 ‘: <
n m

€

nm nm

Nehmen wir nun n > m an. Der Fall n < m funktioniert analog, mit
vertauschten Rollen von n und m. Es gilt

|an _am|
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224 Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge

wahlen wir nun N so groB, dass N > 1 ist (geht immer nach dem ar-
chimedischen Axiom). Dann gilt & < € und damit auch L < ¢ fir alle
m > N.Insgesamt folgt nun fir allen,m € Nmitn >m > N:

L
N

[m — n|
|am — an| = —— <

1
— < <€
mn m

Also ist (an)nen eine Cauchy-Folge.

Beispiel
Keine Cauchy-Folge
Die Folge (an)nen Mit an = n ist hingegen keine Cauchy-Folge. Zu jedem
€ > 0und N € N konnen wir n,m > N so weit auseinander wahlen,
dass |an — am| > € ist. Wahlen wir beispielsweise e = 1 und nehmen ein
beliebiges N € N. Nun konnen wirn = N + 1und m = N + 2 definieren.
Esistn,m > N und

lam —an| =|m—n|=|N+2— (N+1)|=1>1=¢
Damit erflllt (an)nen nicht die Cauchy-Definition fiir e = 1 und ist somit
keine Cauchy-Folge.

22.4 Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge

Wir haben die Definition der Cauchy-Folge als Alternative zur Konvergenzde-
finition hergeleitet. In den folgenden Abschnitten werden wir beweisen, dass
bei reellwertigen Folgen jede Cauchy-Folge konvergiert und umgekehrt. Be-
ginnen wir mit dem Beweis, dass konvergente Folgen Cauchy-Folgen sind:

Satz

Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Losungsweg

Inder Einleitung haben wir eigentlich schon den Beweis flr den Satz aufge-
schrieben. Hier haben wir namlich ausgehend von der Epsilon-Definition
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Kapitel 22 Cauchy-Folgen

der Konvergenz die Definition einer Cauchy-Folge hergeleitet. Um den
Beweis schoner zu schreiben, sollten wir aber nicht den Umweg Uber die
neue Variable € = 2¢ gehen. Hierzu miissen wir einfach |a, —a| < § und
lam — a| < 5 fordern, damit am Ende der Abschatzung e und nicht 2e¢
rauskommt.

Beweis

Sei (an)nen eine beliebige konvergente Folge. Sei e > 0. Es gibt dann ein
N € Nmit

la — an| <

Nl e

la — am| <
fur allen,m > N.Sein,m > N nun beliebig. Es ist
lan — am| = |(an — a) + (a — an)
| Dreiecksungleichung: |z + y| < |z| + |y|
<lan —al+|a—am| <e€
—_— ——

< <

[ S
N

22.5 Jede Cauchy-Folge ist beschrankt

Genau wie bei konvergenten Folgen konnen wir folgenden Satz beweisen:

Satz
Cauchy-Folgen sind beschrankt

Jede Cauchy-Folge ist beschrankt.

Erklarung
Cauchy-Folgen sind beschrankt

Dieser Satz verwundert nicht. Wir haben Cauchy-Folgen eingefuhrt, um
mitihnen die Konvergenz einer Folge zeigen zu konnen. Jede Cauchy-Folge
soll ndmlich konvergieren (wir werden sehen, dass dies flir reelle Folgen
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22.6 Cauchy-Folgen mit konvergenten Teilfolgen konvergieren

tatsachlich gilt) und konvergente Folgen sind bekanntlich beschrankt.
Der Beweis zum obigen Satz ist ahnlich wie der entsprechende Beweis
bei konvergenten Folgen:

Beweis

Cauchy-Folgen sind beschrankt

Sei (an)nen eine Cauchy-Folge. Wir wissen, dass es zu jedem e > 0 ein
N € N gibt, so dass |an — am| < e flr alle n,m > N ist. Setzen wir wie
beim Beschranktheitsbeweis konvergenter Folgen e = 1. Wir erhalten ein
N € Nmit |an — am| < 1flralle n,m > N. Setzen wirm = N, dann ist

lan —an] <1

far allen > N.Damit liegen alle Folgenglieder a,, fir n > N im Intervall
(an —1,an + 1). Somit sind alle Folgenglieder ab dem Index N nach oben
durch ay + 1 und nach unten durch any — 1 beschrankt:

(an)neN = (ah az, ..., AN-1, AN, AN+1, AN+2, AN+3, - - - )

Diese Folgenglieder sind <apny+1und >apn—1

Vor an liegen nur endlich viele Folgenglieder a1, as, ..., an—1.Diese sind
deswegen zwangsweise beschrankt. So sind sie nach oben durch S =
max{ai, a2, ..., an—1}undnachuntendurchs = min{ai, a2, ..., an—1}
beschrankt. Wir haben:

(@n)nen=( ai,a2,...,an—-1 , GN, AN41, AN+2, AN{3, .. )
—_— —

Diese Folgenglieder sind <.S und >s Diese Folgenglieder sind <apn +1und >apn —1

Insgesamt ist die Folge damit nach oben durch max{S,ax + 1} und nach
unten durch min{s,ay — 1} beschrénkt.

22.6 Cauchy-Folgen mit konvergenten Teilfolgen
konvergieren

Es folgt nun ein (Hilfs-)Satz, den wir spater benétigen werden, um die Kon-
vergenz einer (reellwertigen) Cauchy-Folge zu beweisen:

193



Kapitel 22 Cauchy-Folgen

Satz
Cauchy-Folgen mit konvergenten Teilfolgen konvergieren

Jede Cauchy-Folge (an)nen, die eine gegen a konvergente Teilfolge (an,, )y
besitzt, konvergiert gegen den Grenzwert a der konvergenten Teilfolge.

Losungsweg
Cauchy-Folgen mit konvergenten Teilfolgen konvergieren

Sei (an)nen eine Cauchy-Folge und (an,, ), o eine konvergente Teilfolge der
Cauchy-Folge mit dem Grenzwert a. Fir die Cauchy-Folge (an)nen Wissen
wir aus der Definition, dass die Folgenglieder beliebig nah beieinander
liegen. AuBerdem wissen wir fir die konvergente Teilfolge, dass ihre Fol-
genglieder beliebig nah an a liegen. Diese beiden Eigenschaften mussen
wir nun zu einem Beweis kombinieren.

Sei also € > 0. Wir miissen nun ein N € N finden, so dass |a, — a| < e fir
allen > N ist. Beginnen wir mit der Ungleichung

lan —a| <€

Wenn das Folgenglied a, in der Teilfolge (an, ),y liegt, ist obige Abschét-
zung kein Problem, da wir hier wissen, dass diese Ungleichung fiir ausrei-
chend groBe Indizes erfullt ist. Herausfordernd ist der Fall, dass a,, kein
Glied der Teilfolge ist. Aus der Cauchy-Eigenschaft folgt aber, dass es in
einer beliebigen Umgebung von a,, Glieder der Teilfolge geben muss und
diese liegen bekanntlich beliebig nahe an dem Grenzwert. Wir konnen also
den Abstand |a, — a| Gber den Umweg des Teilfolgenglieds abschéatzen.
Dies konnen wir durch die Dreiecksungleichung erreichen:

lan — al = lan — an, +an, —al
l Dreiecksungleichung
< |an - a"k' + ‘a"k - a|

Beide Betrage konnen wir beliebig klein machen. Wenn beide Betrage
kleiner als § sind, dann ist |a, — a| garantiert kleiner als e. Beginnen
wir zunachst mit |an, — al. Hier finden wir ein Ny mit |a,, —a| < § fUr
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22.6 Cauchy-Folgen mit konvergenten Teilfolgen konvergieren

alle & > Ni. Die Zahl N existiert, weil die Teilfolge (an, ),y £egen a
konvergiert.

Nun zum zweiten Betrag: Es gibt ein N2 mit |a, — am| < § flrallen,m >
No.Anstellevon a,, habenwira,,.Wirmissen also garantieren,dass ny >
N> ist. Generell ist ni, > k, da (nk)ken eine steigende Folge naturlicher
Zahlen ist. Damit konnen wir k > N5 wahlen, weil dann ng > k > N» ist.
Da aber k auch groBer als Ni sein sollte, wahlen wir ein k > max{Nz, N1 }.
Beachte, dass es egal ist, welches k > max{N2, N1} wir hier wahlen.

Die Variable n trat bisher nur im Term |a,, — an| auf. Hier hatten wir gefor-
dert, dass n,m > N, ist. Dementsprechend haben wir fiir n die einzige
Anforderung, dass es groBer gleich N> sein muss. Also wahlen wir im
Konvergenzbeweis N = Na.

Beweis
Cauchy-Folgen mit konvergenten Teilfolgen konvergieren

Sei (an)nen eine Cauchy-Folge und (ax,, ),y €ine konvergente Teilfolge
der Cauchy-Folge mit dem Grenzwert a. Sei ¢ > 0 beliebig. Aus der Cauchy-
Eigenschaft folgt, dass es ein N € Nmit |a, — am| < § fUrallen,m > N
gibt. AuBerdem gibt es ein N € N mit |a,, —a| < § furalle k > N. Sei k
eine beliebige natiirliche Zahl mit k& > max{N, N}. Sein > N beliebig. Es
ist

|an — al = |an — an; + an, — af
| Dreiecksungleichung
< lan _a";;| + ’“"fc _“|
| fan; —al <3

€
<|an—an}.c|+§
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Kapitel 22 Cauchy-Folgen

22.7 Jede Cauchy-Folge konvergiert

Erklarung zur Konvergenz von Cauchy-Folgen (Lernvideo vom Kanal MJ
Education ). (63)

Kommen wir nun zum eigentlichen Grund, warum es sich lohnt, Cauchy-
Folgen zu studieren. Wir konnen namlich zeigen, dass jede Cauchy-Folge
konvergiert. Es gilt der Satz:

Satz
Cauchy-Folgen konvergieren

Sei (an)nen eine Cauchy-Folge reeller Zahlen. Dann gibt es eine reelle Zahl
a, gegen die (an)nen konvergiert.

Erklarung
Cauchy-Folgen konvergieren

Weil in der Definition einer Folge ihr Grenzwert keine Rolle spielt, kdnnen
wir mit dem obigen Satz die Konvergenz einer Folge nachweisen, ohne
deren Grenzwert kennen zu mussen. Dies ist insbesondere in Beweisen
hilfreich, bei denen die zu betrachtende Folge so allgemein ist, dass wir
ihren Grenzwert nicht kennen kénnen.

Bevor wir uns mit dem Beweis beschaftigen, mochten wir dir noch zeigen,
wie wichtig die Grundmenge ist. Nehme hierzu von v/2 = 1,414213562. ..
die Folge der endlichen Dezimalbrtche:
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22.7 Jede Cauchy-Folge konvergiert

X1 =1
T2 — 1,4
xr3 = 1,41

Diese Folge konvergiert gegen v/2 und ist damit nach dem Satz aus dem
vorherigem Abschnitt eine Cauchy-Folge. Gehen wir nun davon aus, dass
unsere Grundmenge Q und nicht R ist. Wir gehen also davon aus, dass es
nur rationale Zahlen gibt. Obige Folge besteht nur aus rationalen Zahlen
und ist damit eine valide Folge in unserer neuen Grundmenge. Sie ist auch
in der neuen Grundmenge eine Cauchy-Folge (der Abstand der Folgenglie-
der untereinander hat sich beim Andern der Grundmenge nicht geéndert).
Jedoch konvergiert obige Folge nicht mehr. Beim Andern der Grundmen-
ge haben wir némlich den Grenzwert der Folge v/2 entfernt, weil dieser
Grenzwert irrational ist. In unserer neuen Grundmenge Q gibt es keine
Zahl, gegen die die Folge konvergiert. Durch das Andern der Grundmenge
wurde die Folge damit divergent.

Wir sehen, wie wichtig die Grundmenge flur den obigen Satz ist. Wir sehen
auch, dass wir im Beweis die Vollstandigkeit von R benutzen mussen,
denn das Vollstandigkeitsaxiom ist das einzige Axiom, was R von Q un-
terscheidet. Wenn wir die Vollstandigkeit nicht benutzen wirden, dann
musste der Satz auch in Q gelten, was er ja nicht tut. Das Vollstandig-
keitsaxiom werden wirin Form des Satzes von Bolzano-WeierstraB verwen-
den. In dem Beweis dieses Satzes hatten wir das Vollstandigkeitsaxiom
bereits verwendet.

Beweis
Cauchy-Folgen konvergieren

Sei (an)nen eine Cauchyfolge. Wir hatten in diesem Kapitel bereits be-
wiesen, dass diese Folge beschrankt ist. Nach dem Satz von Bolzano-
WeierstraB muss damit (an)nen €ine konvergente Teilfolge besitzen. Eine
Cauchyfolge mit einer konvergenten Teilfolge konvergiert nach dem obi-
gen Satz.
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Kapitel 23

Begriff der Reihe

In den vorigen Kapiteln haben wir uns mit Folgen und deren Grenzwerten
auseinandergesetzt. Dieses Konzept wollen wir nun nutzen, um unendliche
Summen mathematisch exakt zu beschreiben. Dabei werden wir auf den
Begriff der Reihe stoBen, den wir in den nachsten Kapiteln untersuchen
wollen.

23.1 Motivation der Reihe

Motivation von Reihen am Beispiel der geometrischen Reihe. (YouTube-Video
vom Kanal Quatematik ) (64)

Wasist1+ 5 + % + £ +...? Hier kann man so vorgehen: Wir starten beim
Quadrat mit der Seitenlange 1. Dessen Flacheninhalt ist 12 = 1. Nun halbie-
ren wir abwechselnd die horizontale und die vertikale Seite. Man erhalt so
das Rechteck mit dem Flacheninhalt % 1= % danach das Quadrat mit der
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23.1 Motivation der Reihe

Flache 1 - 1 = 1, dann das Rechteck mit der Flache § - 2 = £ und so weiter.

Diese Rechtecke konnen wir geschickt anordnen:

Wenn wir alle Flachen zusammenaddieren, erhalten wir ein Rechteck mit
den MaBen 2 x 1 und dem Flacheninhalt 2 - 1 = 2. Der Wert der unendlichen
Summe 1+ § + 1+ & +... sollte also gleich 2 sein. Wir kommen zum selben
Ergebnis, wenn wir die Teilsummen der unendlichen Summe bestimmen:

S =1 =1
Sy =1+13 =15
S; =1+31+1 =1,75
Sy =14+3+5+% = 1,875

Die Werte der Teilsummen scheinen gegen 2 zu streben. Das unterstutzt die
These,dass 1+ 5+ 1+ & +... =2ist.

Wir haben gerade einer unendlichen Summe einen Wert zugeordnet. Doch
jetzt stellt sich die Frage, wie wir das intuitive Konzept einer unendlichen
Summe exakt definieren konnen. An dieser Stelle er6ffnen sich einige Fragen:

e Wie kénnen wir generell den Wert einer unendlichen Summe bestimmen?
¢ Gibt es unendliche Summen, denen wir keinen Wert zuweisen kénnen?

e Wie unterscheidet man unendliche Summen, denen ein Wert beziehungs-
weise denen kein Wert zugewiesen werden kann?
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In diesem Kapitel stellen wir mit dem Konzept der Reihe die formale De-
finition einer unendlichen Summe vor. Wir werden Reihen mit Hilfe von
Partialsummen (= ,Teilsummen®) definieren. Die Partialsummen bauen auf
dem Begriff der endlichen Summe auf. In spateren Kapiteln beantworten wir
die Frage, welchen unendlichen Summen wir einen Wert zuweisen konnen
und welchen nicht.

23.2 Partialsummen

Partialsummen - Definition und Beispiel (YouTube-Video vom YouTube-Kanal:
MJ Maths ) (66)

Da wir inzwischen wissen, wie endliche Summen definiert sind, kdnnen
wir uns der formalen Definition einer unendlichen Summe widmen. Hierzu
starten wir mit der Form, die uns intuitiv plausibel erscheint:

a; t+az+asz+agst+as+...

Wir betrachten zunachst die Folge der Teilsummen:
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23.3 Reihe

Si=a1

S2 = a1 + a2

Ss = a1+ az + a3
Si=a1+az+as+as

Ss =a1+az2+as+as+ as

Sp=a1+a2+az+as+as+...an

Diese Folge werden wir spater benutzen, um unendliche Summen zu defi-
nieren. S, ist die Summe der ersten n Summanden und stellt eine endliche
Summe dar:

n
Sn:a1+a2+a3+a4+a5+...+an:Zak
k=1

Diese Teilsummen werden in der Mathematik Partialsummen (aus dem Latei-
nischen, von pars = Teil) genannt. Sie sind ein endlicher Teil der unendlichen
Summe. Die formale Definition lautet:

Definition

Partialsumme

Sei (an)nen eine beliebige Folge in R. Unter der n-ten Partialsumme S,
von (an)nen versteht man die Summe der ersten n Glieder von (an)nen,
das heiBt:

Sn:a1+a2+a3+a4+a5+...+an:Zak
k=1

23.3 Reihe

Der Wert einer unendlichen Summe sollte dem Grenzwert ihrer Partialsum-
men entsprechen:
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ai1taztazstas+...=lim(a1+az+as+as+...+an)

n—00

n
lim E ar = lim S,
7L*)OOk 1 n— o0

Wir konnen zuerst die Folge aller Partialsummen bilden und dann ihren
Grenzwert betrachten. Wir definieren zunachst die Folge der Partialsummen
als Reihe. Flr eine Reihe schreiben wir hier Y7~ | ax. Diese Schreibweise ist
dhnlich zur n-ten Partialsumme >_}_, ax. Der einzige Unterschied ist, dass
wir als Endwert des Laufindex nicht n, sondern das Unendlichkeitssymbol
oo verwenden. Wir definieren also:

Definition
Reihe

Sei (an)nen eine beliebige Folge in R. Unter einer Reihe > 77 | ax versteht
man die Folge (S, )nen aller Partialsummen von (a,)nen, das heiBt:

Z ar = (Sn)nGN
k=1

Il
—~
M)—‘

F
NE
M«

7
m,
~

(S1, S2, Ss, 94, ...)
= (a1, a1 + a2, a1 +az +as, a; +as +as + aq, ...)

Als Nachstes setzen wir den Grenzwert der unendlichen Summe mit dem
Grenzwert der Partialsummenfolge gleich. Die Partialsummenfolge ist eine
gewohnliche Folge. Entweder sie besitzt einen Grenzwert oder sie divergiert.
Divergiert die Partialsummenfolge, divergiert auch die unendliche Summe
beziehungsweise die Reihe. Konvergiert die Partialsummenfolge, setzt man
den Wert der unendlichen Summe mit dem Grenzwert der Partialsummen-
folge gleich. Eine unendliche Summe ist also dasselbe wie der Grenzwert
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der dazugehorigen Folge von Partialsummen. Auch flr diesen Grenzwert der
Partialsummenfolge benutzen wir die Schreibweise > ;- ax:

Definition

Grenzwert einer Reihe

Der Grenzwert >~ | ax einer Reihe ist der Limes der Partialsummenfolge
(Sn)nen:

oo n

E ap = lim E ap = lim Sn
n—oo n—oo

k=1 k=1

23.4 Ist eine Reihe eine Zahl oder eine Folge?

Wie wir bereits bemerkt haben, wird der Ausdruck >~77 | ax sowohl fir die
Folge der Partialsummen (= Reihe) als auch fur den Grenzwert der Partial-
summenfolge (= Wert der Reihe) verwendet. Das widerspricht grundlegenden
Prinzipien der Mathematik, wonach Schreibweisen eindeutig sein mussen.
Der Ausdruck Y77 | ax sollte nicht gleichzeitig eine Folge und einen Grenz-
wert, also eine reelle Zahl, bezeichnen. So schreibt Otto Forster in seinem
Buch zur ,Analysis 1*:

»Das Symbol >~ a, bedeutet also zweierlei:
1. Die Folge (-1 an), . der Partialsummen.
2. Im Falle der Konvergenz den Grenzwert limm oo D it an.”

«l

— Otto Forster in ,Analysis 1

Beim Ausdruck ZZO:1 ar mussen wir also darauf achten, ob damit die Partial-
summenfolge oder ihr Grenzwert gemeint ist. In den meisten Fallen kénnen
wir das allerdings schnell aus dem Kontext schlieen.

'Forster, Otto. Analysis. F. Vieweg, 1978. 6. Auflage. Seite 35
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23.5 Zusammenfassung

Wir haben die Idee einer unendlichen Summe formal so definiert:

1. Wir haben die Summe der ersten n Summanden als n-te Partialsumme
definiert.

2. Wir haben die Folge der Partialsummen Reihe genannt. Der Grenzwert
dieser Reihe entspricht dem Wert der unendlichen Summe.

23.6 Folge der Restglieder

Wir haben gesehen, dass eine Reihe Y77 | ax dasselbe wie eine Partial-
summenfolge (35,_; ax), ., ist. Gehen wir nun davon aus, dass die Reihe

> ne, ax konvergiert. Der Grenzwert von lim, o0 >, axr existiert also und
entsprichtdem Grenzwert >~ | ax. Damitistlimn oo (3o, ar — > op_, ak) =
0.

Betrachten wir nun den Unterschied zwischen den Partialsummen und dem
Grenzwert der Reihe. Die Differenz zwischen der n-ten Partialsumme und
dem Reihengrenzwert wird n-tes Restglied R,, genannt. Sie entspricht dem
Fehler zwischen der n-ten Partialsumme und dem Reihengrenzwert.

Die formale Defintion des n-ten Restglieds lautet:

Definition
n-tes Restglied einer Reihe

Sei Y 72 | ar eine beliebige Reihe. Als n-tes Restglied dieser Reihe bezeich-
net man die Reihe:

oo
Rn: g A = An+1 +an+2+an+3+~--
k=n+1

Die Restglieder sehen so aus:
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S1 = a1 R = a2 + as + a4 +
Se = ai1+az Ry = as +  as  +
Ss3 = a1+az+as Rs = a4 +
S’n = ap+az+...+an Rn = An+1 + An+2 + An+3 +

Nun betrachten wir die Folge der Restglieder (R, )nen. Wie verhélt sich diese
Folge? Wir haben oben schon erwahnt, dass es bei konvergenten Reihen Sinn
ergibt, wenn lim, oo Rn = limn 00 (350, ax — >_p_, ax) = 0. Das werden
wir im folgenden Satz beweisen:

Satz
Folge der Restglieder

Sei Yo7, ar = (X4_; ax), oy = (Sn)nen eine beliebige konvergente Rei-
he.Dann konvergiert die Folge der Restglieder (R )nen = (35—, 1 k)
gegen 0.

neN

Beweis
Folge der Restglieder

Dadie Reihe konvergiert, existiert der Grenzwert lim, o Sn = liMn 500 D p; Gk =
D onear =S < oo.Nun gilt

o0 oo n
R, = Zak:Zak—Zak:S—Sn
k=n+1 k=1 k=1

Mit den Rechenregeln fir Grenzwerte folgt daher

lim R, = lim(S—=8,)=S— lim S, =5—-8=0

n—00 n—00 n—00

Also ist (Rn)nen €ine Nullfolge.

Hinweis

In der Praxis ist es normalerweise nicht moglich, eine explizite Darstel-
lung fur die Restgliederfolge (Ry)ncn anzugeben. Jedoch kénnen oft Ab-
schatzungen gefunden werden. So werden wir bei alternierenden Reihen

207



Kapitel 23 Begriff der Reihe

S0, (=1)*"'by, mit Hilfe des Leibniz-Kriteriums eine Fehlerabschatzung
der Restglieder fur solche Reihen herleiten. Ebenso kénnen bei Taylorrei-
hen Fehlerabschatzungen gefunden werden.
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Kapitel 24

Rechenregeln fur Reihen

Wir haben die Reihen als unendliche Summe kennen gelernt. Wie geht man
aber mit ihr um? Darf man bei unendlichen Summen dieselben Rechenre-
geln anwenden, die fur endliche Summen gelten? Kann man beispielsweise
~wahllos“ Klammern setzen und entfernen (Assoziativgesetz der Addition)
oder Summanden ,nach Lust und Laune” umordnen (Kommutativgesetz
der Addition)? Nein, nicht unbedingt: Wie wir sehen werden, gibt es beim
Setzen von Klammern und beim Umordnen von Summanden bei Reihen
Einschrankungen. Jedoch gibt es auch nutzliche Rechenregeln: So darf man
konvergente Reihen miteinander addieren und diese mit einer Konstanten
multiplizieren.

24.1 Summenregel

Beweis der Summenregel

g’ Satz
4 Summenregel flr Reihen

Seien >-77 | ar und >_72 | by zwei konvergente Reihen. Dann gilt

i(akerk) :iakwLZbk

k=1
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24.2 Faktorregel

* Beweis

Summenregel fiir Reihen

Esist:

Z ak+bk lim Z(ak-l—bk)

k=1 Aﬂwkzl

lim <§n:ak+§n:bk>
nee k=1 k=1

l lim (an +bn) = lim an + lim b,

n— 00 n— 00

n n
lim Zak+ lim Zbk
n— oo n— oo

k=1 k=1

I
gk
S
+
™
AN

k=1 k=1

Dabei durften wir den Grenzwertsatz limn oo (3 p_, ak + > 5 br) =
lMn o0 Y opey @k + liMnoo Yo be verwenden, weil die beiden Reihen
> heqax und Y77 | by nach Voraussetzung konvergieren und damit die
Grenzwerte liMy oo Yy @k UNd liMyp 00 >, b existieren.

24.2 Faktorregel

Beweis der Faktorregel

L Satz
Faktorregel flir Reihen

Sei >_;2 , ar eine konvergente Reihe und sei A € R eine beliebige reelle
Zahl. Es ist dann:
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* Beweis

Faktorregel fur Reihen

Es ist:

iAak = ILm ikak
k=1 k=1
- (3 3a)
k=1

lim A-ap, =X lim a,

n— oo n—oo

n
=X lim E ak
n— oo

k=1

oo

Dabei dirfen wir limn oo (A= D0 ar) = A liMaoe Do , akx Verwen-
den, weil Y77 | ax konvergiert und damit der Grenzwert lim, o0 > Gk
existiert.

24.3 Aufteilungsregel

Beweis der Aufteilungsregel

s Satz
Aufteilungsregel flr Reihen

Sei (ak)ren eine Folge. Wenn 3°77  agr und Y ;7| azk—1 konvergieren,
dannist auch ;7 ax konvergent, und es gilt:

oo

o0 oo
E ar = E ask + E a2k—1
k=1 k=1 k

=1
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Beweis
Aufteilungsregel flr Reihen

Diese Regel ist eine Folgerung aus der obigen Summenregel. Zunachst
schauen wir uns die beiden Reihen Y72 | asr und >-77 | ask—1 an.Zuihnen
gehoren die Partialsummenfolgen:

n
<E a2k1> = (a1,a1 +as,a1 +as +as,...)
k=1 neN

n
(E a2k> = (az,a2 + a4,a2 + a4 + as, . . .)
k=1 neN

Zunachst bilden wir zwei neue Folgen (bx)ken und (ck)ren, indem wir
(agkfl)keN und (azk)ng geschickt mit Nullen auffullen:

(bk)ken = (a1,0,a3,0,as,...)
(Ck:)k:EN = (07 az, 0,@47 0, . )

Zu diesen Folgen zugehorigen Partialsummenfolgen lauten damit:

<Zbk> :(ahal+0,a1—|—0+a37a1+0+a3+0,...)
k=1 neN

(ch> = (0,04 az,0+as+0,0+as+0+ad,...)
k=1 neN

Da > 32, a2k und >_77 | ask—1 konvergieren, konvergieren auch Y77 | b
und >"72 | ck, wobei fiir die Grenzwerte dieser Reihen gilt:

213



Kapitel 24 Rechenregeln fiir Reihen

Aus der Summenregel folgt, dass >~ ; (bx + cx) konvergieren muss. Nun
ist ax = by + c fUr alle k € N. Damit muss auch 7 | ar konvergieren,
wobei

oo (oo} [eo] oo e o]
Za Zbk+ck Zbk+zckzza2k+202k—l
k=1 k= k=1 k=1 k=1 k=1

1

Frage

Verstandnisfrage

Gilt auch die Umkehrung der Aufteilungsregel? Folgt also aus der Konver-
genz der Reihe >"7° | ax auch die Konvergenz der Reihen 377, azr und

> ne azx—1? Nein, die Umkehrung gilt nicht. Betrachte beispielsweise die
konvergente alternierende harmonische Reihe 320°  ar = 350 (—1)FH1 L,
Dann divergiert 3.7, aok = » 5oy — 2k, weil sie der Halfte der harmom-
schen Folge Y7 | ax entspricht. Ebenso divergiert > 77 | ask—1 = Y pey 557

Beispielaufgabe Aufteilungsregel

Ubung
Aufteilungsregel fur Reihen

_ (™ farn = 2k, N
Sei a, = Berechne den Wert der Reihe > | an.

firn=2k—1
Losung
Aufteilungsregel flr Reihen
Es gilt
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lazk + a2k+1]

Z 2k+zazk 1
1 2k 00
<§> +>°0

k=0

(5)

|56 -

k=0 9

M I ? M

£
Il
<)

Weil die Reihe konvergiert, durften wir die Rechenregeln anwenden.

24.4 Das Assoziativgesetz bei Reihen
Warum es kein allgemeines Assoziativgesetz flir Reihen gibt

Bei endlichen Summen ist es dank des Assoziativgesetzes der Addition erlaubt,
beliebige Klammern zu setzen. Beispielsweise ist

1-141-14+1-1=(((-)+1)—-1)+1)-1)
=((((0+1) =1)+1)—1)
=...=0

Analog gilt
1-1)+(1-1)+(1-1)=0+0+0=0

Bei unendlichen Reihen mlssen wir hingegen aufpassen. Betrachten wir in
Analogie die Reihe

215


https://de.wikibooks.org/wiki/Mathe%20f%C3%BCr%20Nicht-Freaks:%20K%C3%B6rperaxiome

Kapitel 24 Rechenregeln fiir Reihen

oo

S =1-141-14.
k=1
Diese Reihe hat die folgende Folge von Partialsummen:

<§quf“> =(1L,1-1,1—1+1,1—1+1—1,...)

k=1
=(1,0,1,0,...)

Diese Folge springt zwischen den Werten 0 und 1 hin und her und ist damit

divergent (da sie mit 0 und 1 zwei verschiedene Haufungspunkte besitzt).

Durch Setzen von Klammern erhalten wir jedoch eine gegen Null konvergente
Reihe:

oo

((—1)2k+(—1)2’“+1) —(1-D+0-D+1-1)+(1-1)+...

k=1
=04+0+04+0+...=0

In einer divergenten Reihe durfen Klammern nicht beliebig gesetzt oder weg-
gelassen werden, da sonst das Konvergenzverhalten der Reihe verandert wer-
den kann.Obiges Beispiel zeigt auch, dass bei konvergenten Reihen Klammern
nicht weggelassen werden diirfen. Die obige Reihe 35° | ((—1)% + (—1)***1)
ist konvergent. Wenn wir aber die Klammern weglassen, erhalten wir die
Ausgangsreihe 322 | (—1)**!, welche divergiert.

Frage

Gibt es auch Klammerungen der Reihe >_7° | (—1)**!, die gegen 1 bezie-
hungsweise —1 konvergieren? Gegen 1 konvergiert die Klammerung

1+2( 126+ 4 (- 1)2k+2):1+(_1+1)+(—1+1)+(—1+1)+---

=14+0+0+0+...=1

Eine Klammerung, die gegen —1 konvergiert, ist nicht moglich.

Beispiel: Eine Situation, wo Klammern gesetzt werden konnen

Betrachten wir die konvergente Reihe ;> , 27 *. Diese Reihe stellt die unend-
liche Summe 14 3 + § + ¢ + ... dar. Zu ihr gehért die Partialsummenfolge:
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"k B 1 11
<Z2 ) _(1,1+2,1+2+4,...
k=0 neN

Was passiert, wenn wir neue Klammern in der unendlichen Folge einfligen?
Beispielsweise konnen wir zwei benachbarte Summanden durch eine Klam-

mer zusammenfassen und erhalten so den Ausdruck (14 1)+ (5 +3)+.. -

In der Reihenschreibweise erhalten wir 3"7° (2’2’“ + 2’@'““)). Damiter-
halten wir folgende Partialsummenformel

~ 1 1 1 1
972k | 9= (2k+1) =(1+=, 1+ ..
(Z( + ) +3 145+ 5+5
k=0 neN

Diese Partialsummenfolge ist eine Teilfolge der urspriinglichen Partialsum-
menfolge. Nun konvergiert die Reihe 3"7° 27" und damit auch die dazuge-
horige Partialsummenfolge. Da bei konvergenten Folgen auch jede Teilfolge
gegen denselben Grenzwert konvergiert, muss auch die neu geklammerte
Partialsummenfolge > 77 (2’2'c + 2’(%“)) gegen denselben Grenzwert
wie die urspriingliche Partialsummenfolge konvergieren. Es ist also moglich,
Klammern in Reihen zu setzen.

Wann Klammern gesetzt und weggelassen werden kdnnen

Wenn wir in einer Reihe benachbarte Summanden durch Klammern zusam-
menfassen, bevor die Reihe gebildet wird, dann entsteht eine Teilfolge der
urspringlichen Partialsummenfolge. Nun gilt:

e Konvergiert eine Folge, dann konvergiert jede Teilfolge.
« Divergiert eine Teilfolge, dann divergiert auch die urspriingliche Folge.

Da Klammersetzung in einer Reihe eine Teilfolge der urspringlichen Partial-
summenfolge ergibt, erhalten wir:

¢ In konvergierenden Reihen kénnen Klammern beliebig gesetzt werden.
¢ In divergenten Reihen konnen Klammern beliebig weggelassen werden.

Wir erhalten den folgenden Satz:

217



Kapitel 24 Rechenregeln fiir Reihen

Satz

Klammersetzen in Reihen

Konvergiert eine Reihe, so konvergiert auch jede Reihe gegen denselben
Grenzwert, die durch neue Klammern aus der urspriinglichen Reihe ent-
standen ist. Divergiert eine Reihe, so kdnnen beliebig Klammerungen
weggelassen werden.

Sei Y ;2 , ar eine konvergente Reihe. Sei auBerdem (j;)ien eine streng
monoton steigende Folge nattrlicher Zahlen mit j; = 1. Hier gibt j5; den
Index des ersten Summanden der [-ten Teilsumme an, die durch die Klam-
merung zusammengefasst wird. Es gilt also:

» Konvergiert 377, ar so konvergiert auch >_;°, (ij*;t k) gegen
denselben Grenzwert.

. . ] -1 . . .
« Divergiert) 2, (chl:*jl ak), so divergiert auch > 72 | ax. In divergen-
ten Reihen konnen also Klammerungen weggelassen werden, ohne

dass das Grenzwertverhalten verandert wird.

Beweis
Klammersetzen in Reihen
Sei > 7° | ax eine konvergente Reihe. Durch Einflihrung neuer Klammern

entsteht die Reihe 3,2, Zi’*;l ak), wobei (ji)ien eine streng mono-
ton steigende Folge natlrlicher Zahlen mit j; = 1. Die Zahl j; ist dabei
jeweils der Index des ersten Summanden, welcher in einer Teilsumme
durch eine Klammersetzung zusammengefasst wird. Die dazugehorige

Partialsummenfolge lautet

n Ji41—1 j2—1 j2—1 Jjz—1
E E ag = E ag, E ar + E Ak, .-
=1 k=3, neN k=j2
j2—1 jz3—1 Ja—1
- Qk, ag, ak, .
k=1 k=1 k=1
Jn+1—1
= ag
k=1 nen
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24.5 Warnbeispiel: Summe aller natlirlichen Zahlen gleich -1/12?!

Dies ist eine Teilfolge der urspriinglichen Partialsummenfolge. Nun kon-
vergiert eine Folge genau dann gegen einen Grenzwert, wenn jede ihrer
Teilfolgen gegen denselben Grenzwert konvergiert. Daraus folgt:

¢ Konvergiert> 7> | ax sokonvergiertauchihreTeilfolge > 2, (Zg:jll_l ak)
gegen denselben Grenzwert.

« Divergiert die Teilfolge >°;°, (Zi’:;l_l ak), so divergiert auch > 7% | ay.

Damit konnen in konvergenten Reihen beliebig Klammern gesetzt und in
divergenten Reihen beliebig Klammern weggelassen werden.

24.5 Warnbeispiel: Summe aller naturlichen Zahlen
gleich -1/1272!

In vielen Youtube-Videos und Presse-Artikeln' findet sich ein ,Beweis®, dass

die Summe der naturlichen Zahlen gleich —1—12 sei:

1

z:k:1+2+3+4+5+6+7+8+...:—E

k=1

Diese offensichtlich falsche Aussage zeigt, was passiert, wenn mit falschen
Grenzwerten hantiert und die Rechenregeln fir Reihen ohne Prifung der
Voraussetzungen angewendet werden. Der ,Beweis® dazu lautet wie folgt:
Zunachst gilt mit der Formel fur die geometrische Reihe:

I—141-141-141-1d... = (-)f'=—— ==

k=0

Frage
Verstandnisfrage

Was ist daran falsch? Die geometrische Reihe 3"7° | ¢" divergiert fiir ¢ =
—1. Daher ist der Grenzwert flq fur ¢ = —1 falsch.

'Siehe zum Beispiel diesen Spiegel-Artikel .
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Weiter erhalten wir fir die Reihe ">, (—1)" 'k die Identitat

2-) ()" 'k=2-(1-24+3-4+45-64+7—-8+...)
k=1

=2-4+6-8+10—-12+14-16+...
=1+1-2-24+3+3-4-44+5+5-6-6+7+7—-8—-8+...
=14+(1-2)+(-24+3)+B-4HD+(—4+5)+6B-6)+(-6+7)+(7
=1-1+1-14+1-1+1-1+...

- 1
J— — sz
72( 1) 2

=0

Frage

Verstandnisfrage

Was ist hier falsch?

23 (1) k=2-(1-2+3-44+5-6+T-8%...)
=1

=2-44+46-84+10—12+14—-16+...
=14+1-2-2+34+3-4-445+5-6-6+7+7—-8—-8+...
=14+(1-2)+(-2+3)+B—4)+(—4+5)+(5-6)+(-6+7)+
=1-1+41-1+1-1+1—-1+...

> o1
= z::(—l)k =3

0

Die Reihe >_7° | (—1)*k divergiert, da die Partialsummen unbeschrankt
sind. Daher darf der Faktor 2 nicht in die Reihe gezogen werden, da die
Faktorregel fir divergente Reihe nicht gilt. Ebensowenig durfen hier Klam-
mern gesetzt werden, da das Assoziativgesetz fur divergenten Reihen
nicht anwendbar ist.

Dividieren wir diese Gleichung durch 2, so erhalten wir >-3°  (—=1)F "'k =

1
3
Subtrahieren wir nun dies von unserer urspriinglichen Reihe Y7 | k, so
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ergibt sich

Frage

24.5 Warnbeispiel: Summe aller natlirlichen Zahlen gleich -1/12?!

142434445464+ 7+8+...)—(1—-2+3—-4+5—-6+T7—8+...)

—~

04+4+04+8+0+12+04+16+...
4-(1+24+3+4+5+6+7+8+...)

Verstandnisfrage

Wo liegen hier die Fehler begraben?

(Z k) - i => k=Y (-)"'k

=14+2+34+4+54+64+7+8+...)—(1-243—-44+5—-6+T7—-8=.

(
—0+44+0+8+0+124+0+16+...
4-(1+2+3+4+5+6+7+8+...)

k=1

Die divergenten Reihen 372 | k und 3_3°  (—1)*k, diirfen nicht einfach
voneinander gliedweise abgezogen werden, da die Additions- bzw. hier
Subtraktionsregel fur divergente Reihen nicht gilt. Ebensowenig darf der
Faktor4 aus der divergenten Reihe 4+8+12+16+... = > 2 | 4k gezogen
werden, da die Faktorregel fur divergente Reihe erneut nicht angewendet
werden darf.

Daraus folgt
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g.e.d. bzw. w.t.f.
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Kapitel 25

Teleskopsumme und
Teleskopreihe

Teleskopreihen sind spezielle Reihen, bei denen sich die Summanden zum
Teil gegenseitig aufheben. Dadurch ist es bei Teleskopreihen einfacher als
bei anderen Reihen, ihr Konvergenzverhalten und ihren Grenzwert zu bestim-
men.

25.1 Teleskopsumme

Einstiegsbeispiel

Betrachten wir die Summe

4

Y R N DY S S PSR Y SR T B £ e o

P kK k+1 1 1+1 2 241 3 3+1 4
R AU AU A
A\l 2 2 3 3 4 4 5

Natlrlich konnten wir die Klammern jetzt nacheinander ausrechnen, und
anschlieBend aufsummieren. Dies ist per Hand jedoch recht aufwendig.
Sehen wir uns die Summe genauer an:

ORERENC
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Wir erkennen, dass sich die benachbarten gleichfarbigen Terme gegenseitig
aufheben. Durch Verschiebung der Klammern, d.h. mehrfache Anwendung
des Assoziativgesetzes, erhalten wir

AT AN R AR A |
2 2 3 3 4 4 5

:1+0+()+0+—é:1—

U] =

Dieser Umformungstrick hat uns nun die Berechnung der Summe deutlich
vereinfacht. Naturlich kénnen wir diesen Trick nicht nur bei finf, sondern
auch bei beliebig vielen Summanden anwenden. Fur ein beliebiges n € N
gilt

Wir haben nun das Prinzip einer Teleskopsumme kennengelernt. Durch das
geschickte gegenseitige ,Wegheben® fast aller Summanden entsteht eine
Summe, die sich leicht berechnen Iasst.
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25.1 Teleskopsumme

Allgemeine Einflihrung

> Zusammenschieben <

9

Zusammenschieben von
Teleskopen: Namensgeber der
Teleskopsumme (68)

Teleskopsumme: Definition und
Erklarung (YouTube-Video vom
YouTube-Kanal MJ Education ) (67)

Zusammenschiebbares Fernrohr
(69)

Eine Teleskopsumme ist eine Summe der Form »_;'_, (ax — ax+1). Hier heben
sich benachbarte Summanden auf. Man erhalt:

n

> (ak — axt1) = (a1—a2) + (a2—as) + ... + (an — any1)
k=1

=a1+ (—az+a2) + (—as +as) + ...+ (—an + an) — an41
=a1+0+04+...40—ans1
= a1 — Gn+1

Durch eine analoge Rechnung bekommt man

n

Z(ak-H —ag) = Gnt1 — ax

k=1
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Der Name ,Telekopsumme* leitet sich im Ubrigen vom Zusammenschieben
von Teleskopen ab, die aus einzelnen Rohren aufgebaut sind.

Ubung

Zeige Z:Zl(ak_H - ak) = An+1 — A1.

Losung
Es gilt

n

Z(akJrl —ai) = (a2 —a1) + (az—az2) ... + (an—an-1) + (@nt1—an)
k=1

= (—a1+a2) + (—az+as) + ... + (—an—1+an) + (—an + @ny1)
—a1 4 (—az + a2) + (—as +as) ... + (—an + an) + ant1
—a1+0+04+...40+0+ant+1 = an+1 — a1

Definition und Satz

Definition

Teleskopsumme

Eine Teleskopsumme ist eine Summe der Form >"}_, (ax — ax+1) bezie-
hungsweise 7 _, (ak+1 — ax).

Satz
Wert der Teleskopsumme

Esist:

n

Z(ak — Gky1) = 01 — Gni1

k=1

n

Z(akﬂ — (k) = Gny1 — 1

k=1
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Beispiel
Teleskopsumme

In der Summe > 7_, (% - ﬁrl) sind a;, =  und ap41 = 757. Damit

erhalten wir
i 1 y_1__1t _,_ 1
k k+1) 1 n+1 n+1

k=1

Ebenso gilt

Partialbruchzerlegung

Leider ist es in der Praxis so, dass man vielen Summen zunachst nicht
ansieht, dass es sich um Teleskopsummen handelt. Betrachten wir dazu die
folgende Summe:

)P NN ST ST S S
“k(k+1) 1.2 23 3477 (n-Dn  n(n+1)

Diese sieht zunachst nicht nach einer Teleskopsumme aus. Durch einen
~Rechenkniff |asst sie sich jedoch in eine Teleskopsumme umformen. Fur
alle k € Nist namlich:

1 1+ (k—-k) (k+1) -k  k+1 B k _1_ 1
k(k—i—l)_ k(k+1) a k(k+1) _k(k—i—l) k(k+1)_k k+1
Damit ist

3
—
I
3
-

7 N
ol
\

o~
+ |
—
N———

k(k+1)

k=1 k

Die Summe entspricht also einer Teleskopsumme. Wer hatte das gedacht?!
Die Umformung 'y = % — %41 hennt man eine Partialbruchzerlegung. Sie
ist haufig ein nutzliches Mittel, um eine Summe in eine Teleskopsumme zu

Uberflhren.
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25.2 Teleskopreihe
Einstiegsbeispiel

Wir betrachten die folgende Reihe

> - (Swn)

Die Partialsummen dieser Reihe sind Teleskopsummen. Es gilt fir allen € N:

~ 1 " /1 1 1
;k(k—&—l);(lzk—l—l)ln—i—l

Damit folgt unmittelbar flr den Grenzwert der Reihe

Zkk+ n—»oozklﬁ—l)
J;@Z(*—m)

= lim (1— L )
n—oo TL+1

l Rechenregeln fur Grenzwerte

=1-— Ilim L =1-0=1
n—oo n + 1

Allgemeine Einflihrung

Teleskopreihen sind Reihen, deren Partialsummen Teleskopsummen sind.
Sie sind also von der Form >~7° | (ax — ar41). Als Partialsummenfolge erhélt
man

k=1 k=1

i(ak — Q1) = <i(ak — akH))
neN

JZ ai — ak+1) ist eine Teleskopsumme
k=1

= ((11 - a"+1)n€N
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Um die Konvergenz einer Teleskopreihe zu bestimmen, missen wir das Kon-
vergenzverhalten der Folge (a1 — an+1),,cy Untersuchen. Diese Folge konver-
giert genau dann, wenn die Folge (an)nen konvergiert. Wenn a der Grenzwert
dieser Folge ist, erhalten wir als Grenzwert der Teleskopreihe:

n

o0
E ak — ak+1 = lim E (ak — a}ﬁLl)
k71 n—o0

k=1

= Jim (a1~ )

l lim (an +bn) = lim an + lim by

n— 00 n—00 n—00

= lim a1 — I|m Ant+1 =01 — @
n—oo
Wenn (an)nen divergiert, dann divergiert auch die Folge (a1 — an+1)nen. SO-
mit divergiert auch die Teleskopreihe. Analog erhalten wir, dass die Reihe
Y re (k1 — ar) = (ant1 — a1)nen genau dann konvergiert, falls (an)nen
konvergiert. Der Grenzwert ist in diesem Fall

oo

E k1 — k) = I|m An+1 — Ilm a1 =a—a
k=1

Definition, Satz und Beispiel

Definition
Teleskopreihe
Eine Teleskopreihe ist eine Reihe der Form »-77 | (ax — ax+1) beziehungs-

weise Y 7 (ak41 — ax).

Satz

Konvergenz von Teleskopreihen

Die Teleskopreihen >~72 | (ax — ar4+1) und > 72 | (ar+1 — ax) konvergieren
genau dann, wenn die Folge (an)nen konvergiert. Die Grenzwerte dieser
Reihen sind dann
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NgE

(ak — agt1) = a1 — lim an
n—oo
k=1
und
oo
E (ak+1 —ax) = lim an — a1
n— oo
k=1
Beispiel

Teleskopreihen

Die Reihe 372, ((—=1)* — (=1)*") divergiert, weil die Folge ax = (—1)
divergiert.

k

Demgegentiber konvergiert die Reihe 37, (V9 — “*V/9), da die Folge
ar = ¥/9 gegen 1 konvergiert. Der Grenzwert dieser Reihe ist

k k+1 T kg R+l
(Vo "95) = lim 37 (V9 - "¥6)

2

| Telekopsumme

— lim (a@_ n%)

n— oo

= 9 — lim "9

N~~~ n—oo
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Kapitel 26

Geometrische Reihe

Die geometrische Reihe hat die Form Y"2° | ¢". Sie ist eine wichtige Reihe,
die dir haufig in Beweisen und Herleitungen begegnen wird. AuBerdem kann
man mit der geometrischen Reihe Konvergenzkritierien wie das Quotienten-
oder das Wurzelkriterium beweisen.

26.1 Geometrische Summenformel

Ein Video zur Erklarung der Geometrischen Reihe.(YouTube-Video vom Kanal
Quatematik ) (70)

Wir wiederholen die geometrische Summenformel. Mit dieser Formel kon-
nen wir die Partialsummen der geometrischen Reihe explizit ausrechnen.
Beweisen wir nun die geometrische Summenformel:

Satz
Geometrische Summenformel
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Fir alle reellen ¢ # 1 und fur alle n € Ny ist:

* Beweis

Geometrische Summenformel
Esist

232

= (1-q)-

1_qn+1
1—q

o=
k=0

¢ =1+q+¢++q"

M=

E
Il

0

J beide Seiten mit ¢ multiplizieren

n
qk: q+q2+q3+...+qn+1
=0

=

l zweite von erster Gleichung subtrahieren

3

"= (L+ag+-+¢")—(g+a"+ - +q¢"

o

=0

-1 _qn+1

n
. k
J links g q" ausklammern

k=0

n

qk: 1_qn+1
k=0
1
l L dag#1
1—gq
iqkzﬂ
k=0 L—q



26.2 Geometrische Reihe

26.2 Geometrische Reihe

N|—n

<.o|—\

J>|—\

Song Uber die geometrische Reihe Die geometrische Reihe > 77 "

(Youtube-Video von DorFuchs ) (71) furr=3,r = oderr=1

4
konvergiert. (72)

Wir betrachten zwei Félle: |¢| < 1und |¢| > 1.

Fall |¢| < 1

Kommen wir zur geometrischen Reihe >~72 ¢". Wir betrachten zunéachst
den Fall |g| < 1 und damit ¢ # 1, da wir nur in diesem Fall die geometri-
sche Summenformel anwenden kénnen. Mit dieser Formel konnen wir die
Partialsumme explizit berechnen. Wir erhalten:

k=0

i Geometrische Summenformel (¢ # 1)

S=
1_q neN

+
Die geometrische Reihe konvergiert also genau dann,wenn die Folge (1 ‘iq )
neN

konvergiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn (¢"), . eine konvergente
Folge ist. Nun wissen wir, dass (¢"),, oy gegen 0 konvergiert, wenn |¢| < 1ist,
und gegen 1 konvergiert, wenn g = 1 ist. Den Fall ¢ = 1 haben wir in diesem
Abschnitt aber ausgeschlossen. Damit erhalten wir zunachst:
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Kapitel 26 Geometrische Reihe

Wenn |g| < 1ist, dann konvergiert die geometrische Reihe 3"5°  ¢".

Berechnen wir nun den Grenzwert der geometrischen Reihe fur |¢| < 1:
oo n
ko k
> d" = lim > a
k=0 k=0

. 1—gt!
lim —4
n—o0o 1—(]

| Grenzwertsatze

1= limpee g™

1—gq
Llal <1
1-0

1—gq

1—gq

Fall || > 1

IV

Bei [¢| > 1 gilt fir alle k € Ny, dass |¢"| > 1. Also ist die Folge (qk)keNo
keine Nullfolge. Damit divergiert die Reihe >~/ | ¢" nach dem sogenannten

Trivialkriterium, das wir spater noch genauer betrachten.

Um die Divergenz zu veranschaulichen, betrachten wir den Fall fur ein posi-
tives ¢, also ¢ > 1. So folgt fiir alle k € N, dass ¢* > 1. Damit kdnnen wir die
Partialsummen abschatzen: Y7, ¢* > 31" 1 = n Also ist die Folge der
Partialsummen durch die Folge (n),en nach unten beschrankt. Da (n)nen
divergiert, divergiert auch die Reihe > 72 ¢" als Folge der Partialsummen.

Zusammenfassung

Fassen wir das bereits Bewiesene zusammen: Fir |g| > 1,¢ = —1 und
q = 1l divergiert die geometrische Reihe. Diese drei Falle kdnnen wir in der
Bedingung |¢| > 1 zusammenfassen. Fiir den Fall |¢g| < 1 konvergiert die
geometrische Reihe und hat als Grenzwert ﬁ:
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26.2 Geometrische Reihe

NI Satz
Geometrische Reihe

Die geometrische Reihe Y7 | ¢* konvergiert genau dann, wenn |g| < 1
ist. Sie hat dann den Wert -

S 1 .
qu:{lq slgl <1

o divergent ;|gq|>1

Beispiel
Geometrische Reihe

Firg=3.g=—5undg=2gilt

DY) [ ELUME LS S IS S R
—~\2) 2 4 8 16 7 1-1 L1
%S} k

)Y (0 [T S S IS SR
—\ 2 2 4 8 16 7 1+3 3 3

8

D 2" =142+4+8+16+... divergiert
k=0
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Kapitel 27

Harmonische Reihe

Wir betrachten nun die harmonische Reihe 7% | £ =1+ 1+ 2 + 14+ wir
werden zunachst deren Konvergenz- bzw. Divergenzverhalten untersuchen.
AnschlieBend beschéaftigen wir uns mit dem asymptotischen Wachstums-
verhalten der Reihe. AuBerdem werden wir einige Varianten der Reihe, wie
die alternierende harmonische Reihe 332 (—1)**" - 1 und die verallgemeinerte
harmonische Reihe Y 77 | = untersuchen.

27.1 Voruberlegung zur Monotonie und
Beschranktheit

In der untenstehenden Grafik sind die ersten Partialsummen Sy = Zszl i
dieser Reihe aufgetragen.

Ist die Folge der Partialsummen beschrankt? Durch die Grafik lasst sich
diese Frage nicht eindeutig beantworten. Der Anstieg der Partialsummen,
d.h. die Differenz zwischen Sy und Sn41 wird fur groBer werdende N immer
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27.2 Harmonische Reihe

kleiner. Dennoch ist nicht klar, ob wir eine Zahl M € R finden kénnen, so
dass furalle N € Ngilt Sy < M.

Eine andere Frage ist, ob die Reihe konvergiert, d.h. ob die Folge der Par-
tialsummen (Sny)~ven gegen eine reelle Zahl L konvergiert. Die Folge der
Partialsummen ist streng monoton steigend: Fur alle N € N gilt

N+1

1 1 aig]
SN+1=Z%= +ZE:7+SN>SN
k=1

Wir wissen, dass monotone Folgen genau dann konvergieren, wenn sie be-
schrankt sind. Also ist auch hier die entscheidende Frage, ob die Folge der
Partialsummen beschrankt ist.

27.2 Harmonische Reihe

Divergenz der harmonischen Reihe

Satz
Divergenz der harmonischen Reihe

Die harmonische Reihe >3 | + divergiert.

Losungsweg
Divergenz der harmonischen Reihe

Die Folge (%)keN ist monoton fallend. Wenn n > m ist, ist £ < L. Dem-
entsprechend kdnnen wir die Summanden geschickt nach unten abschat-
zen:
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Kapitel 27 Harmonische Reihe

=1
D=1+
k=1
1o liagdls2is 50
374 57678
1 1 1 1 1
>14 - 4= 4=
> +2+(4+4)+<8+8
1 1
=14+ - +2--+4.~
+o 2 4o
—1+1+1+1+
o 222

An der letzten Reihe konnen wir erkennen, dass die Abschatzung gegen
unendlich strebt und damit divergiert. Da wir nach unten abgeschatzt

haben, muss auch "3, + divergieren.

Beweis
Divergenz der harmonischen Reihe

Sein € N beliebig. Wir betrachten die Partialsummenfolge (Zill %)
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l—1—1—14- 1-&-1 + 1-i-l-i-l-i-1 + + é\ f
k:k_ 2 3 4 5 6 7 8 n=l41
.. 1 1 1 1 1 1
hatzen: = > = 2> > >
lSummandenabsc azen3_4und5_6_7_8und
>1+1+ 14—1 + 1—1-1-1-14-1 + + LI L
- 2 4 4 8 8 8 8 2n AL
l Summanden zusammenfassen
1 1 1 ne1 1
=14+-+2-—-+4-= 42 .
+2+ 4—|— 8—|— + o
—1+1+1+1+ Jrl
2 2 2 2
n Summanden
n
=14 =
+2
Damit ist
2’7l1
lim —>I|m1+—*oo
TL—)OO k‘ n— oo

27.2 Harmonische Reihe

Dies zeigt, dass die Folge (Ziil %) gegen unendlich strebt und somit
neN

divergiert. Eine Folge divergiert, wenn eine Teilfolge von ihr divergiert. Weil

die Teilfolge (Zi; %) der harmonischen Reihe divergiert, muss auch
neN

die harmonische Reihe divergieren.

239




Kapitel 28

Absolute Konvergenz einer
Reihe

In diesem Kapitel werden wir mit der absoluten Konvergenz eine neue und
starkere Art der Konvergenz kennenlernen, welche auch bei einer beliebigen
Umsortierung der Summanden ihr Konvergenzverhalten nicht andert, was
wir in einem spateren Kapitel genauer betrachten werden.

28.1 Motivation

Bei endlichen Summen ist es egal, in welcher Reihenfolge man die Summan-
den aufschreibt. Beispielsweise ist das Ergebnis von

1+2+3+44+5+6+7+8+9+10
dasselbe wie von
2494+54+3+104+64+7+4+1+8

Dies gilt aufgrund der Kommutativitat der Addition. Sie besagt, dassa+b =
b+ a fur alle reellen Zahlen a, b € R ist. Wenn man endlich oft benachbarte
Summanden vertauscht, andert sich das Ergebnis nicht. Diese Invarianz
bzw. ,Unveranderlichkeit” des Werts endlicher Summen gegenuber Sum-
mandenvertauschungen geht bei unendlichen Summen (also bei Reihen)
verloren. Nehmen wir eine Reihe

ar +az +asz+aqg+...
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28.2 Definition

Der Wert dieser Reihe kann sich durch eine Umordnung der Summanden
andern. So kann der Wert der folgenden Reihe ein anderer sein, als bei der
urspringlichen Reihe:

a42 + a9 + aioo0 + as43 + ...

Bei einer Umordnung der Summanden kann eine konvergente Reihe sogar
divergent werden und umgekehrt. Es stellt sich die Frage: Wann konnen wir
die Summanden einer Reihe beliebig umordnen, ohne dass ihr Grenzwert
oder gar ihr Konvergenzverhalten geandert wird? Flr konvergente Reihen
Uber reelle Zahlen kann man diese Frage leicht beantworten:

Das Grenzwertverhalten einer reellwertigen und konvergenten Reihe ist
genau dann immun gegen eine Umsortierung ihrer Summanden, wenn
sie absolut konvergiert.

28.2 Definition

Was ist absolute Konvergenz?
Definition
absolute Konvergenz

Eine Reihe >~/7 | ax konvergiert genau dann absolut, wenn >~7° | |ax| kon-
vergiert.

Eine Reihe ist also genau dann absolut konvergent, wenn die Reihe ihrer
Absolutbetrage konvergiert. Bei absolut konvergenten Reihen werden die
Betrage ihrer Summanden so schnell klein, dass die Summe der Betrage
beschrankt bleibt (und damit die Reihe konvergiert).

Hinweis
Ist ar, > O flir alle k € N, dann ist |ax| = ax. Die absolute Konvergenz einer

Reihe > 72 | ar mit ax > 0 ist damit gleichbedeutend mit der Konvergenz
dieser Reihe.

Also: Eine Reihe mit ausschlieBlich nicht negativen Summanden konver-
giert genau dann absolut, wenn sie konvergiert.
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Kapitel 28 Absolute Konvergenz einer Reihe

28.3 Jede absolut konvergente Reihe konvergiert

Absolute Konvergenz ist eine starkere Form der Konvergenz einer Reihe.
Absolut konvergente Reihen sind genau die konvergenten Reihen, deren
Konvergenzverhalten immun gegen eine Umsortierung der Summanden ist.
Jede absolut konvergente Reihe konvergiert. Dies zeigen wir im folgenden
Satz:

Satz
Absolute Konvergenz impliziert normale Konvergenz.

Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis
Absolute Konvergenz impliziert normale Konvergenz.

Sei Y 72, ax eine absolut konvergente Reihe. Das bedeutet >, , |ax| kon-
vergiert. Wir betrachten nun die Reihen als Partialsummenfolgen. In die-
sem Beweis wollen wir Cauchy-Folgen anwenden. Wir zeigen, dass die Par-
tialsummenfolge der Reihe 77 | ax eine Cauchy-Folge ist. Sei dafiire > 0.

Da 3777, ax| konvergiert, ist die Partialsummenfolge (35, |ax),,, ei-
ne Cauchy-Folge. Also gibt es ein N € N, sodass fur alle mundn >
N gilt |30, lar] — X4, lax|| < e Fassen wir die Summen zusammen

und nehmen 0.B.d.A. an, dass n > m, dann gilt

n m

> lakl = lax
k=1 k=1

Nun schatzen wir die Partialsummen der Reihe Z;’;l ay ab. Seienn >
m > N, so folgt

n

> faxl

k=m+41

n

D larl=

k=m+1

<e€

n

>

k=m-+1

n m
D= a
k=1 k=1

| Dreiecksungleichung

n

< Z lax| < e

k=m-+1
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28.3 Jede absolut konvergente Reihe konvergiert

Also ist (32, ax) eine Cauchy-Folge und konvergiert deshalb. Somit
konvergiert auch > 72 | ax.

Beweis
Beweis mit Cauchy-Kriterium fir Reihen

Wir konnen den Beweis von oben auch kurzer formulieren, indem wir das
Cauchy-Kriterium fir Reihen benutzen. Sei ;- ; ax eine Reihe, die absolut
konvergiert. Wir wissen also, dass > - | |ax| konvergiert. Wir wenden auf
> ne |lax| das Cauchy-Kriterium fiir Reihen an. So erhalten wir

Ve>03N€NVn2m2N:Z\ak\<e

k=m

Nun folgt aus der Dreiecksungleichung, dass |>_1_ ax| < S°p_ |ax| ist.
Wennalso > |ax| kleiner als e ist,dann muss auch |7 _  ax| kleiner
als e sein. Dementsprechend folgt

Ve>0dN e NVn>m > N : <e€

n
>
k=m

Dies ist aber genau das Cauchy-Kriterium dafiir, dass > ;_  ax konver-
giert. Also muss>_}_ ax konvergent sein.

Hinweis

Aus dem Beweis folgt insbesondere |37 | ax| < 3232 | |axl, falls die Reihe
absolut konvergiert. Es ist namlich im Fall der absoluten Konvergenz:
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Kapitel 28 Absolute Konvergenz einer Reihe

lim ¢,
— 00

S

k=1

l(Vn Cen < dn) = lim cp < lim d

n— 00 n— oo

n
< lim Y ax|
n—oo
k=1

o]
=D lax
k=1

28.4 Nicht jede konvergente Reihe ist absolut
konvergent

Wir haben gerade bewiesen, dass jede absolut konvergente Reihe eine kon-
vergente Reihe ist. Die Umkehrung gilt aber nicht: Es gibt konvergente Rei-
hen, die nicht absolut konvergieren. Ein Beispiel ist die alternierende Reihe
Zzozl(—l)k%. Diese Reihe konvergiert, was man mit dem Leibniz-Kriterium be-
weisen kann.Jedochist diese Reihe nicht absolut konvergent,da ", _, |(—1)k
i, 1 die divergente harmonische Reihe ist. Merken wir uns also:

Ealle
I

Jede absolut konvergente Reihe konvergiert, aber nicht jede konvergente
Reihe konvergiert absolut.

28.5 Charakteristisches Kriterium fur absolute
Konvergenz

Nun mochten wir ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fuir absolute
Konvergenz untersuchen. Jede Reihe > 7 | ax l&sst sich in ihre positiven
und negativen Reihenglieder zerlegen. Formal definieren wir dazu
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28.5 Charakteristisches Kriterium flir absolute Konvergenz

+ {ak ak >0

a, =
"Tlo ar<o
und
_ {o ax >0
ap =
ar ar <0
Ist beispielsweise ar = (—1)"" %, soist
ot = 7z kungerade
0  kgerade
und

—L  Ekgerade

_ 0 k ungerade
a, =
k2

Es gilt ap = a: + a;; und damit (ZZ:1 ak)neN = (22:1@2_ +a;))neN.
Die Frage ist nun, wann die beiden Reihen (3°7_, ), und (30, a;),
konvergieren.Dann folgt auch 2% ar = Y52, af + oo, a; . Im folgenden
Satz zeigen wir, dass die beiden Reihen genau dann konvergieren, wenn die

ursprungliche Reihe absolut konvergiert.

Satz
Kriterium flr absolute Konvergenz

Die Reihe Y_32 | ax konvergiert genau dann absolut, wenn 372 | af und
oo - . . . oo _ oo + o -
> e ay, konvergieren.Indiesem Fall gilt >~/ jar =D 70 ay +> 00 ay -

Beweis
Kriterium fir absolute Konvergenz

Beweisschritt: Wenn >_72 | ax absolut konvergiert, dann konvergieren
auch >°7° af und 3°5°, ai . Sei > ;2 | ax absolut konvergent. Es konver-
giertdamit > ;% | |ax|. Es gilt sowohl |a; | < |ak| als auch |a | < |ax|. Nach
dem Majorantenkriterium fiir Reihen konvergieren "2 | ajf und 332, a;
absolut. Damit konvergieren sie auch im gewohnlichen Sinn.
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Kapitel 28 Absolute Konvergenz einer Reihe

Beweisschritt: Wenn 332, af und 3°3°, a; konvergieren, dann kon-
vergiert 322, ax absolut. Seien Y%, a; und ;% a; konvergent. Es
gilt |ak| = a] — aj, und damit folgt aus den Rechenregeln fir Reihen

> e ak e @ = Ziil(aZ —ay) =220 la/-

Beispiel
Absolut konvergente Reihe

1 k+1
konvergiert absolut. Dies gilt,da > 2 | (’1,22

i i oo (=1)
DieReihe} 72 |
d>orey 1%2 konvergiert. Wir zeigen das im Kapitel Beschrankte Reihen und
Konvergenz . Nach dem Kriterium flr absolute Konvergenz konvergieren
auch Y0° af =302, o 1)2 und >°27 a =D 00, (%)Z Umgekehrt

folgt aus der Konvergenz der Reihen >-77 (2,911)2 und 372, (2k)2 die
k+1
absolute Konvergenz der Reihe >°5° <71k)2 -

Frage

Verstandnisfrage

Konvergieren > 5o, af und Y32, a; auch dann immer, wenn Y 2%  ax
~nur“ normal konvergiert (also nicht absolut konvergiert)? Nein, gewéhnli-
che Konvergenz reicht nicht aus. Betrachte die alternierende harmonische
Reihe 372 | (—1)**" 1. Diese konvergiert, aber >3° | af = Y22, 5745 und

S a, => 5, —5 divergieren.
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Kapitel 29

Umordnungssatz fur Reihen

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, unter welchen Voraussetzungen es
erlaubt ist, Reihen umzuordnen, ohne dass sich deren Konvergenzverhalten
beziehungsweise deren Grenzwert dndert. Dabei werden wir uns schrittweise,
beginnend bei endlichen Summen vorarbeiten. Wir untersuchen zunachst
immer konkrete Beispiele, um unsere Uberlegungen méglichst verstandlich
zu machen. Wie im Kapitel zuvor bereits erwahnt, spielt letztendlich die
absolute Konvergenz die entscheidende Rolle.

29.1 Umordnung endlicher Summen

Bei endlichen Summen ist es kein Problem, die Summanden umzuordnen.
Der Grund hierfur ist, dass sich das ,Kommutativgesetz der Addition” belie-
big oft hintereinander anwenden lasst. Betrachten wir als konkretes Beispiel
die Summe

8
1 11 1 1 1 1 1 533
yert 2
,1_7 STt =
; 2+3 4+5 6+7 8 840
Ordnen wir die Summe nun so um, dass auf ein positives immer zwei nega-
tive Summenglieder folgen, ergibt sich
1 1 1 1 533

l—= — Z4-_-_ = =222
2 4+5 6 8Jr Jr7 840

Etwas formaler kdnnen wir dies folgendermaBen formulieren:Isto : {1,2,3,4,5,6,7,8} —
{1,2,3,4,5,6,7,8} die Bijektion mit
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Kapitel 29 Umordnungssatz flir Reihen

so gilt

11 : . 11
DT = e

k=1 k=1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1= —1ts—st7—s 1Tz ifts s ststA

5

+
o=

1
2

Damit kdnnen wir fiirn € N auf beliebige Summen >"7_, ax und beliebige Bi-
jektioneno : {1,...,n} — {1,...,n} ein verallgemeinertes Kommutativgesetz
formulieren:

n

n
E ar = Qo (k)
k=1 k

=1

29.2 Das Problem bei Reihen

Bevor wir uns der Problematik bei Reihen zuwenden, wollen wir den Begriff
der Umordnung einer Reihe zunachst sauber definieren:

Definition
Umordnung einer Reihe

Sei 0 : N = Neine bijektive Abbildung. Dann heiBt die Reihe Y ;> | ao (i)
eine Umordnung der Reihe > 72 | ax.

Beispiel
Umordnung einer Reihe

Betrachten wir die harmonische Reihe > 72 | +.Dann entspricht die Reihe

1
<.
1 1 1 1 1 1 1
R R R R A et
der Umordnung > 72 | a,x) Mit der durch

o(2k — 1) = 2k und o(2k) = 2k — 1 firk € N

definierten Permutation.
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29.2 Das Problem bei Reihen

Es ware natlrlich gut, wenn wir das verallgemeinerte Kommutativgesetz
von oben auf unendliche Reihen verallgemeinern konnten. Betrachten wir
als Beispiel die alternierende harmonische Reihe

)3 DLCRE TS S S VR S S S SN SV S
Pt k- 2'3 45 6'7 8 9 10 27171211

Im Kapitel zum Leibniz-Kriterium werden wir zeigen, dass diese Reihe kon-
vergiert. Mit weiteren Hilfsmitteln kann man sogar zeigen, dass sie gegen
S = In(2) konvergiert.

Konvergiert jede Umordnung dieser Reihe gegen denselben Grenzwert? Wir
wahlen dieselbe Umordnung wie oben: Auf jeden positiven Summanden der
Reihe lassen wir zwei negative folgen:

1 1 1 1 1 1

1 1
l— 2 — o> — = - -
2 4+3 6 8+ +2n,f'l dn—2 4n

Frage
Verstandnisfrage

Gib explizit die Permutation o : N — N an, mit der die umgeordnete Reihe
aus der ursprunglichen entsteht. Die Permutation lautet

Kompakt Iasst sich dies fir alle n € N schreiben als
oc(3n—2) = ,0(3n—1) =4n — 2, 0(3n) = 4n.

Im Kapitel zu den Rechenregeln fir Reihen hatten wir gezeigt, dass sich das
Konvergenzverhalten und der Grenzwert einer konvergenten Reihe nicht
andern, wenn wir Klammern setzen. Daher konvergiert die Reihe, in der wir
immer drei Summanden durch Klammern zusammenfassen, gegen densel-

ben Grenzwert:
1 1 1
(277/— 1 4n—2 %) +

Ly (Loy,
2 4 3 6 8

Diese lasst sich wie folgt umformen:
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LNy (1L 1YL (1Y,
2 4 3 6 8 on—1 4n—2 4n
1 1 1 1 1
7)*(6‘5)*“'*(47“2_%)*

BEWORER U A U b W A NI B
T2 2 2\3 4 T2\ 2n—1 2n

1 1 1

== - +...

2 + +2n—1 2n >
1

2

—

|
N =

+
Wl

|

£l
Il
-

[

=

s

=

> =
~— =

Wir sehen also, dass die umgeordnete Reihe nicht gegen S, sondern gegen
18 konvergiert.

Ubung

Umordnung der alternierenden harmonischen Reihe

Zeige, dass die folgende Umordnung der alternierenden harmonischen
Reihe

l+ 1+1+1 1+1+1 1+ 4 1 n 1 1
3 2 7T 4 9 11 6 dn—-3 4dn—-1 2n

gegen S konvergiert.

Hinweis: Zeige zunachst San + §S2n = Tsn, falls (Sx)ven die Partialsum-
men der alternierenden harmonischen Reihe und (Tn)nen die Partial-
summen der umgeordneten Reihe sind.

Beweis
Umordnung der alternierenden harmonischen Reihe

Es gilt
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29.3 Umordnung von Reihen mit nichtnegativen Gliedern

1 1 1 1
?_§)+”'+<4n—3_4n—2+ﬁ
1 1 1

Q(zn—l_%)

an — 3 Tmo1

N U R Y
5 7 8 dn—3 4dn—1 4n

(LU, (1,1
5 7 4 4n—3 4dn-—-1 2n

Da (Sn)nen gegen S konvergiert, konvergieren auch die Teilfolgen (Sin )nen
und (Szn)nen gegen S.Mit den Rechenregeln fiir Reihen gilt, dass (T3, )nen
gegen S + 15 = 25 konvergiert. Mit derselben Argumentation wie oben
folgt, dass (T )nen ebenfalls gegen 25 konvergiert.

Warnung

Ordnet man eine konvergente Reihe um, so kann diese Umordnung gegen
einen anderen Grenzwert konvergieren.

29.3 Umordnung von Reihen mit nichtnegativen
Gliedern

Bei den Beispielen von oben bestand bei den Umordnungen das Problem,
dass die Reihe alternierend war. Daher konnten bei den Umordnungen so
viele positive Summanden hintereinander ,gepackt” werden, dass die um-
geordnete Reihe gegen einen anderen Grenzwert konvergiert bzw. sogar
divergiert. Dieses Problem sollte bei Reihen mit ausschlieBlich positiven
oder ausschlieBlich negativen Gliedern nicht auftreten.
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Satz
Umordungssatz fur nichtnegative Reihen

Sei > .-, ar eine konvergente Reihe mit ax > 0 fir alle k € N. Dann kon-
vergiert auch jede Umordnung dieser Reihe gegen denselben Grenzwert.

Beweis
Umordungssatz fur nichtnegative Reihen

Beweisschritt: Umgeordnete Reihe konvergiert: Da ) -, ax konvergiert,
ist die Partialsummenfolge (Sn)nen = (25— ax), ., beschrankt. Sei
weiter Y7 | aq k) eine beliebige Umordung der Reihe und bezeichne T;,
deren Partialsummen. Setzen wir n = max{c(1),0(2),...,0(m)}, folgt
Tm < S, fur alle m € N. Damit ist aber auch die Partialsummenfolge
(Tm)men beschrankt, und die Umordnung konvergiert.

Beweisschritt: Umgeordnete Reihe konvergiert gegen denselben Grenz-
wert: Ist S der Grenzwert der urspriinglichen Reihe und S’ der Grenzwert
der umgeordneten Reihe, so folgt nach dem 1. Schritt S < S. Die ur-
sprungliche Reihe ist ebenfalls eine Umordnung der umgeordneten Rei-
he, denn mit der Bijektion p = o™ gilt 37 ax = Y5, Gg-1(ok)) =
Y r—1 Gu(c(k))- Mit derselben Argumentation wie im 1. Schritt gibt es ein
m’ € Nmit S, <T,, furallen € N.Damitgilt S < S’. Also sind die beiden
Grenzwerte identisch.

Hinweis
Analog konvergiert auch jede Umordnung einer konvergenten Reihe mit

nichtpositiven Gliedern gegen denselben Grenzwert wie die urspringliche
Reihe.

29.4 Umordnung absolut konvergenter Reihen

Die Frage ist nun, ob wir die Voraussetzungen fur unseren Umordnungs-
satz noch verallgemeinern kdnnen. D.&#8239;h. gibt es auch konvergente
Reihen mit negativen Gliedern (beispielsweise alternierende), die beliebig
umgeordnet werden kénnen und dabei immer gegen denselben Grenzwert
konvergieren? Die Antwort ist ja! Betrachten wir hierzu das Beispiel der
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29.4 Umordnung absolut konvergenter Reihen

alternierenden Reihe > 72 | (’1,32 . Die entscheidende Eigenschaft dieser

Reihe ist, dass sie absolut konvergiert, da > 5 | - 7z konvergiert. Nach dem
Umordnungssatz fir Reihen mit nichtnegativen Gliedern aus dem vorheri-
gen Abschnitt konvergiert damit auch jede Umordnung > 72 S0z gegen

denselben Grenzwert. Da jede absolut konvergente Reihe konvergiert, konverglert
(_l)a(k+1)
o(k)?

auch jede Umordnung der urspriinglichen Reihe 77,

Wir mussen nun nur noch zeigen, dass jede dieser Umordnungen gegen
denselben Grenzwert wie die urspriingliche Reihe konvergiert. Dazu benutzen
wir das charakteristische Kriterium flir absolute Konvergenz. Dieses besagt, dass
eine Reihe Y77 | ax genau dann absolut konvergiert, wenn die Reihen ihrer
nichtnegativen Glieder Y72 | a; und ihrer nichtpositiven Glieder ;% | a;’
konvergieren. Da jede Umordnung > .7, % = Y 2, Go(k) absolut
konvergiert, konvergieren auch die Reihen 377 | a;r(k) und>77 a;(k).Weiter

gilt

oo oo
> o =D _al
k=1 k=1
und
D oy = (_ Za5<k>> == G =) —ap =y g
k:1\</0-’ k=1 k:1H>/O—’ k=1 k=1

Damit folgt aber nun

oo oo oo oo

+ - + -
Doty = D (g + agu) = D any T D aq
k=1 k=1 k=1

_Zak +Zak _Zak —|—a,;):zak
k=1 k=1

Also konvergiert die umgeordnete Reihe tatsachlich gegen denselben Grenz-
wert.

Frage

Verstandnisfrage

Wie lauten undere beiden ,Teilreihen“ > 77 ajw bzw. 377, a . im

obigen Beispiel Y.2° | agr) = Y00, &= 1):;;; L2 Es gilt
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ai _ 1%2 firungerade k,d.h.k =2n+1
0 far gerade k
und
- 0 far ungerade k
a, =
g —2 furgeradek,d.h.k=2n
Damit folgt
oo o0 o0 1
+ +_
> adw =D —Z @n11)2
k=1 k=1 n=1
und
o] B B o) o 00 1
POUEIED S phens
k=1 k=1 n=1

29.5 Umordnung konvergenter, jedoch nicht absolut
konvergenter Reihen

Nun bleibt lediglich noch die Frage offen, ob umgekehrt eine unbedingt
konvergente Reihe, d.&#8239;h. eine Reihe, von der jede Umordnung gegen
denselben Grenzwert konvergiert, auch absolut konvergent ist. Wir Gberlegen
uns dazu die Kontraposition dieser Aussage:
Ist eine Reihe konvergent, jedoch nicht absolut konvergent, so ist diese
bedingt konvergent, d.&#8239;h. es gibt eine divergente Umordnung
dieser Reihe.

Zunachst stellen wir fest:
\\'1/’ Satz
Ist Y .-, ax eine konvergente, jedoch nicht absolut konvergente Reihe, so
sind die Reihen 3"2°, aj und 7% | a; beide divergent.
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29.5 Umordnung konvergenter, jedoch nicht absolut konvergenter Reihen

Beweis
Beweis mittels Kontraposition: Angenommen die Reihen > 7%  a; und

> ne, ag sind nicht beide divergent.

Fall 1: Y22 af und 322, a; konvergieren Dann konvergiert mit dem
charakteristische Kriterium flir absolute Konvergenz 3.~ | ax absolut. Wider-
spruch!

Fall 2: 3°7°  af konvergiertund >3, a;, divergiert Dann divergiert

NgE
=
Jr

™
£

I

NgE

S

k=1 k=1 k=1

o5} + e} + oo - _ oo _
denn angenommen > 77 af und > 027 al + Y ap = > pe, ak kon
vergieren, dann musste auch

o0 oo o0
D ak =D ak = af
k=1 k=1 k=1
konvergieren. Also erhalten wir auch hier einen Widerspruch!

Fall 3: Y32, a) divergiert und 3_32, a, konvergiert Mit vertauschten
Rollenvon >~77 a; und > ore; ap, fihrt man diese Aussage ebenfalls auf
einen Widerspruch.

Diesen Satz wollen wir nun verwenden, um zu zeigen, dass es zu jeder kon-
vergenten, jedoch nicht absolut konvergenten Reihe eine Umordnung dieser
Reihe gibt, die divergiert. Dies wollen wir zunachst an unserem ,Lieblingsbei-
spiel®, der alternierenden harmonischen Reihe >~} (71]1.“1 demonstrieren.
Wir konstruieren eine Umordnung >~77 , aq(x). die gegen oo divergiert. Dazu
summieren wir solange positive Summanden auf, bis wir n = 1 Gberschrei-
ten. Danach summieren wir einen der negativen Summanden, und anschlie-
Bend wieder genlugend positive Summanden, um n = 2 zu Uberschreiten.
Dieses Spiel setzen wir nun beliebig fort, und erhalten so eine Umordnung,
die gegen oo divergiert. Auf Grund des obigen Satzes ist es auch moglich,
die Umordnung beliebig ,groB“ zu machen, da wir ja wissen, dass die Reihe
der positiven Glieder Y32 | af = >7° | 57 (gegen unendlich) divergiert.
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Kapitel 29 Umordnungssatz flir Reihen

Konkret lautet unsere Umordnung wie folgt:

1 ;
(Il:T:IZH'U(l)

1
aA2= —— = Ug(2
2 2 o(2)

1
3= — = Uy(3), A5 =
T3 @

aq4 =

a43 =

1

1 = Qs (23)

1
)

= Qo (4)y---,041 = ——

1
3 = Qg (24), 45 = 5 = Qo (25)) - - -

1
41

= Qs(22)

|
—
%
—

1
£ Z Ao (k) =
k=1

2
1
@Zag(k) = l*i =
k=1

22 111
=D o = =g+t +5+-
k=1 :
23 1
=Y o) = 2,005 — 1= LT
k=1

Auf diese Weise erhalten wir zu jedemn € Neinm € Nmit > | Ao(k) = M.
Die umgeordnete Reihe > 72 | a,(x) divergiert daher (gegen unendlich).

Dieses Konzept konnen wir allgemein auf bedingt divergente Reihen Uber-
tragen:

Satz

Sei > 72 | ar eine konvergente Reihe, die nicht absolut konvergiert. Dann

gibt es eine Umordnung dieser Reihe, die divergiert.

Beweis

Da die Reihe > 72 | ax konvergiert, jedoch nicht absolut konvergiert, sind
die Reihen der positiven bzw. negativen Glieder > 7% | aj bzw. > 72 ap
beide divergent, wie wir weiter oben gezeigt haben.

o0
Wegen der Divergenz von >~ a; gibt es daher ein m; € N mit
k=1

mi mi
Zaﬁ = Za(,(k) 2 1
k=1 k=1

(=]

Weiter gibt es wegen der Divergenzvon ) a, ein mz € N mit
k=1
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29.5 Umordnung konvergenter, jedoch nicht absolut konvergenter Reihen

mi mo mo
Sab 3 0 =3 s <1
k=1 k=1 k=1

Nun gibt es ein my € N mit

mo ms3
Do+ ol 22
k=1 k=1

Fahren wir so fort, so erhalten wir zu jedem N € Neinm € N, so dass fur

die umgeordnete Reihe > a, () gilt
k=1

m
> ey =N
k=1

Also divergiert die Reihe >~ aq (k).
k=1

Hinweis
T
Im Beweis zum vorherigen Satz haben wir sogar gezeigt:
Hinweis
-
Ist eine Reihe konvergent, jedoch nicht absolut konvergent, so gibt es
eine Umordnung dieser Reihe, die uneigentlich gegen co konvergiert.

o0 o0

' + iz . N

Mit vertauschen Rollen von k} a, und k} a, lasstsich analog zeigen:
=1 =1

Hinweis

L
Ist eine Reihe konvergent, jedoch nicht absolut konvergent, so gibt es
eine Umordnung dieser Reihe, die uneigentlich gegen —oo konvergiert.

Nehmen wir die beiden vorangegangenen Satze zusammen erhalten wie die
allgemeinste Form des Umordnungssatzes:

4y Satz
' Umordnungssatz - Allgemeine Form

Es konvergiert genau dann jede Umordnung einer konvergenten Reihe
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Kapitel 29 Umordnungssatz flir Reihen

> ne, ax, wenn diese Reihe absolut konvergiert.

Anders ausgedruckt: Eine konvergente Reihe ist genau dann unbedingt
konvergent, wenn sie absolut konvergent ist.

Umordnung konvergenter Reihen gegen beliebigen Grenzwert

Zum Abschluss des Kapitels zeigen wir noch, dass man eine konvergente,
jedoch nicht absolut konvergente Reihe, so umordnen kann, dass sie ge-

gen einen beliebigen Grenzwert konvergiert. Als Beispiel ordnen wir unser
1)k+1

Lieblingsbeispiel, die alternierende harmonische Reihe ZZ’;I
dass sie gegen 42 konvergiert.

soum,

Frage

Verstandnisfrage

Wieso gerade 42?7 Weil das die Antwort auf die Frage ,nach dem Leben,
dem Universum und dem ganzen Rest“ ist! ;-)

Wie schon im Beispiel oben benutzen wir,dass die Reihe der positiven Glieder
S al =300 50— (gegen unendlich) divergiert.

Wir starten und wahlen zunachst das kleinst mogliche m; € N so, dass
wdal = Y01 55 > 42 st Fir unsere Umordnung o bedeutet dies
o(k) =2k —1flir1 <k <mi.Dannist > "1 agp) > 42.

Nun setzen wir o(m; + 1) = 2, d.h. Go(my+1) = 02 = = a; = —1,derers-
te negative Summand der Reihe 22, & 1> .Dann gilt 7 ay g =
Zk 100(k) — 5 < 42.

AnschlieBend wahlen wir nun das kleinste ms € N mit ms > mi, so dass
wieder gilt 7 Ao (k) F D pm 41 af > 42.Setzenwiro(k) =2(k—1)+1 =
2k furmi +1 < k < mg, soist ZZZI Qo (k) > 42.

Nun setzen wir den zweiten negativen Summanden —i = Qo (mq+1)- DamMit
gilterneut 72 a, ) < 42.

Flihren wir dies nun sukzessive fort, so erhalten wir die Umordnung >~77 | ax(x)
der alternierenden harmonischen Reihe mit

1 1 1 1 1 1 1 1

ao’(k):(l777"'77_7_77 gy 11 DR —
3 2mi —1° 2" 2mi+1 2ma — 1" 4" 2mg+1 2my — 1
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29.5 Umordnung konvergenter, jedoch nicht absolut konvergenter Reihen

Die so entstandene Umordnung konvergiert gegen 42, denn es gilt fliirn € N:

1
42 — —
2
1
42 — —
4
2n
Farn —

mq+1
= X Ao
k=1

miy

1 o 1
Zaa(k)_i S42§Za”(k)§42+m
k=1 k=1

IN

IN

ma ma

1 1
E Qo (k) — Z <42 < E Qo (k) <42+ m
k=1 k=1 2

Moy My

1 1
Szao‘(k)_% §42§Zao(k) §42+2mn7_1

k=1 k=1

oo gilt m, — oo und daher folgt mit dem Sandwichsatz:

Z O,U(k) =42
k=1

Weitere Ubungen zur Umordnung von Reihen befinden sich im Kapitel Aufga-

ben zu R

eihen.
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Kapitel 30

Trivialkriterium

In diesem Kapitel lernst du ein einfaches und nutzliches Kriterium zur Diver-
genz einer Reihe kennen: das Trivialkriterium, welches auch Nullfolgenkriterium
oder Divergenzkriterium genannt wird. Es besagt, dass jede Reihe Y 7> | ax,
bei der (ar)ren keine Nullfolge ist, divergieren muss. Dies kannst du auch
so formulieren: Bei jeder konvergenten Reihe > 7 | ar muss zwangsweise
limg_ oo ax = 0 sein.

30.1 Trivialkriterium

Ein Video zur Erklarung des Erklarung des Trivialkriteriums
Trivialkriteriums. (YouTube-Video (75)
vom Kanal Quatematik ) (74)

Das Trivialkriterium lautet:
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30.2 Beweis lber Teleskopsumme

Satz

Trivialkriterium

Wenn eine Reihe Y ;7 ar konvergiert, dann ist (ax)ren eine Nullfolge.
Dies bedeutet, dass jede Reihe > 7> | ax divergieren muss, falls (ax)ren
divergiert oder limy_ o0 ax # 0 ist.

Beispiel

Trivialkriterium

Die Reihe 237, (—1)" divergiert, weil die Folge ((—1)*), _, divergent ist
(sie besitzt mit 1 und —1 mehr als einen Haufungspunkt und kann deshalb
nicht konvergieren).

Auch die Reihe 372 | /4 divergiert, weil limy 0o ¥4 =1 # 0 ist.

Warnung

Dass (ax)ken eine Nullfolge ist, ist nur ein notwendiges, aber kein hinrei-
chendes Kriterium flir Konvergenz der Reihe >_;7 | ax.

Das bedeutet: Aus der Tatsache, dass limj_, ar = 0 kann nicht gefolgert
werden, dass Y 77, ar konvergiert. Beispielsweise ist die harmonische
Reihe >°77 | + divergent, auch wenn limg o 7 = O ist.

30.2 Beweis uber Teleskopsumme

Beweis des Trivialkriteriums Uber die Teleskopsumme (76)

263



*

Kapitel 30 Trivialkriterium

Beweis
Trivialkriterium tber Teleskopsumme

Wir nehmen an, dass ) - | ax eine konvergente Reihe ist. Nun wollen wir

zeigen, dass (an)nen €ine Nullfolge ist.

Die Koeffizientenfolge (an»)nen |dsst sich als Differenz der beiden Partial-
summen S, = >°7_, ap und S,—1 = >.7_ ai, schreiben:

an +0
=0n+an-1+an—2+...+ta2+a1 —Gpn-1—an-2—...—a2—a1

= (an+an-1+an—2+...+a2+a) = (an-1+an—2+...+a2+a1)
n n—1

:Za,k—Zak:Sn—Sn,1
k=1 k=1

Nun gilt, dass die Reihe 377 | ax gegen einen Grenzwert s € R konvergiert.
Also ist

an

n
lim S, = lim E ar = S

Ebenso gilt lim,— o Sn—1 = s, da sich der Grenzwert bei Verschiebung
der Folgenglieder nicht andert. Zusammen erhalten wir nun:

lim a,
n— o0
la, =8, — S,_1 (siehe oben)
= |lim (Sn — Sn_1)
n— o0
l lim (an —bn) = lim an — lim by
n—oo n— oo n— oo
=Ilim3S,— lim S,_1=s—s=0
n—o0 n—o0

Also ist (an)nen eine Nullfolge.
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30.3 Beispielaufgabe

30.3 Beispielaufgabe

Beispielaufgabe zum Trivialkriterium (77)

/7 Ubung
Beweise, dass Y o7, o7 divergiert.
® Losung

Esist

lim = lim

l Grenzwertsatze

liMmy, oo 1 1

- - -1
liMp oo 1+ 1My 0ot 140

Dies zeigt, dass die Folge an = ;7 keine Nullfolge ist. Damit divergiert
die Reihe Y > | - nach dem Trivialkriterium.

30.4 Ausblick: Verscharfung des Trivialkriteriums

Unter der Zusatzvoraussetzung, dass (an)nen monoton fallend ist, gilt sogar
dass (nan)nen eine Nullfolge ist. Siehe hierzu die entsprechende Ubungsauf-
gabe.
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Kapitel 31

Majoranten- und
Minorantenkriterium

In diesem Kapitel wirst du mit dem Majoranten- und Minorantenkriterium
ein wichtiges Konvergenzkriterium kennenlernen. Mit diesem kannst du
das Konvergenzverhalten einer Reihe auf das Konvergenzverhalten einer
anderen Reihe zuruckflihren. So ist es moglich, eine Reihe ,zu vereinfachen®.
Mit diesen Kriterien kann namlich eine Reihe so geschickt nach oben oder
nach unten abgeschatzt werden, dass ein Beweis zum Konvergenzverhalten
moglich wird.

AuBerdem kann mitdem Majoranten- und Minorantenkriterium das Quotienten-
sowie das Wurzelkriterium fur Reihen bewiesen werden, welche beide in
Aufgaben zur Reihenkonvergenz sehr nitzlich sind.
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31.1 Majorantenkriterium

Erklarung zur Konvergenz mit dem Majorantenkriterium. (YouTube-Video vom
Kanal Quatematik ) (78)

Kommen wir zum Majorantenkriterium. Dieses lautet folgendermaBen:

Satz
Majorantenkriterium

Sei ) 72, ax eine Reihe. Wenn es eine konvergente Reihe >"77 | ¢, mit
lax| < cx fur alle k € N gibt, dann konvergiert >~77 | ax absolut.

Erklarung
Majorantenkriterium

Beachte, dass aus der Ungleichung |ax| < cr automatisch folgt, dass
¢k > 0ist, denn ¢y ist groBer gleich der nicht negativen Zahl |ak|.

Beweis
Majorantenkriterium

Wenn 77 | cx konvergiert, dann ist deren Partialsummenfolge nach oben
beschrankt. Wegen |ax| < ¢ fir alle k € Nist dann auch die Partialsum-
menfolge zu > 72 | |ax| nach oben beschrankt. Es gilt namlich

3
3
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wegen 0 < |ag| < ci fUrallek € N

Nun wéchst die Partialsummenfolge von > 72 | |ax| monoton wegen |ax| >
0.Also muss >_72 | |ax| konvergieren.

Hinweis

Es reicht beim Majorantenkriterium aus, wenn es ein NV € N gibt, so dass
lak| < ci fur alle k > N gilt.

Frage

Verstandnisfrage

Warum reicht es flr das Majorantenkriterium aus, dass es ein NV € N
gibt, so dass |ax| < ¢ fur alle k > N gilt.? Ist die Partialsummenfolge zu
> r=, ¢k nach oben beschrankt, so auch die zu >_;7  cx. Wegen

n n o0
Z|ak|§ chg ch<oo
k=N k=N k=N

istdannauch die Partialsummenfolge zu 377\ |ax| nach oben beschrénkt.
Da die endlich vielen Reihensummanden a1, az,...,an—1 nichts an der
Beschranktheit dndern, sind auch die Partialsummenvon }_7° | |ax| nach
oben beschrankt. Damit konvergiert .7, ax absolut.

Hinweis

Wie in der Einleitung schon angesprochen, mochten wir bei der Anwen-
dung des Majorantenkriteriums eine moglichst einfach strukturierte Rei-
he als Majorante wahlen, von der wir wissen, dass sie konvergiert. Haufig
kann die konvergente Reihe 3.7 | 1%2 als Majorante gewahlt werden. Eben-
so kann jede andere verallgemeinerte harmonische Reihe 37> | k% far
o > 1in Betracht gezogen werden. Eine andere Méglichkeit ist es, die kon-
vergente geometrische Reihe 72 ¢* fiir |g| < 1, also etwa 377 (%)k
auszuprobieren.

268



i

lr

31.2 Minorantenkriterium

31.2 Minorantenkriterium

Ahnlich zum Majorantenkriterium ist das Minorantenkriterium. Jedoch kann
mit diesem Kriterium die Divergenz und nicht die Konvergenz einer Reihe
bewiesen werden.
Satz
Minorantenkriterium
Sei Y 7o, ax eine Reihe mit ax > 0 flir alle k € N. Wenn es eine divergente
Reihe Z;":l ¢k Mitag > ¢, > 0faralle k € N gibt, dann divergiert auch
die Reihe > 77 | ak.

Beweis

Minorantenkriterium

Wegen ¢ > 0 wachst die Partialsummenfolge von >~/ | ¢, monoton. Da
nach Pramisse diese Reihe divergiert, muss diese unbeschrankt sein.
Wegen ¢ < ai fUrallek € Nistauch stets > 7, ¢ < > 7_, ax fUralle
n € Nund damit muss auch die Partialsummenfolge von >~77 | ax unbe-
schrénkt sein. Daraus folgt, dass >~}7 | ax divergiert (jede unbeschrénkte
Folge muss divergieren).

Hinweis
Analog zum Majorantenkriterium reicht es auch beim Minorantenkrite-

rium aus, wenn die Voraussetzung ar > ¢, > 0 furalle K > N, fur ein
(festes) N € N, erfulltist.

Hinweis

Beim Minorantenkriterium bietet sich haufig die divergente harmonische
Reihe >3, + als Minorante an. Ansonsten kommt aber auch jede der
Reihen 3.7 | & flira < 1, also etwa 3277 | -, als Minorante in Frage.
AuBerdem ist jede geometrische Reihe 37, ¢" mit ¢ > 1 als Minorante
geeignet.

Warnung

Beim Minorantenkriterium ist die zusatzliche Bedingung ar > 0 not-
wendig! Gilt ,nur die zum Majorantenkriterium analoge Voraussetzung
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lax| > cx und ax € R beliebig, so folgt aus der Divergenz von > 72 | ¢k
nicht die Divergenz von Y ;7 | ax. Es folgt lediglich, dass > 72 | ax nicht

k
absolut konvergiert. Als Beispiel betrachten wir die Reihen Y7, <’,1)
k k
und 572, 4 mitar = S5 und e = LEsgilt £ < |25 = £ound

die harmonische Reihe "3 | ¢ divergiert. Jedoch kann man zeigen, dass

k
Y orel (_;) nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert.

31.3 Beispiele und Aufgaben

Beispiel und Aufgabe zum Majorantenkriterium

Beispielaufgabe mit dem Aufgabe mit dem
Majorantenkriterium Majorantenkriterium
(Youtube-Video vom Youtube-Kanal (Youtube-Video vom Youtube-Kanal
Maths CA ). (79) Maths CA ). (80)

Ubung

Majorantenkriterium

2
Untersuche, ob die Reihe 7% | (k’rj%) konvergiert.

Losungsweg
Majorantenkriterium

Wenn man noch wenig Erfahrung in solchen Konvergenzbeweisen hat,
lasst sich nur schwer erraten, ob die Reihe konvergiert oder divergiert.
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31.3 Beispiele und Aufgaben

Wenn du dir aber den Bruch k’;i;k anschaust, dann erkennst du, dass der

Zahler ein Polynom ersten und der Nenner ein Polynom zweiten Grades ist.
Der gesamte Bruch fallt also mit einer Konvergenzgeschwindigkeit, die in
der GroBenordnung von % ist. Nun wird dieser Bruch im Summanden der

2
Reihe quadriert. Damit fallt (kﬁ%;k) mit der Konvergenzgeschwindigkeit

. 1 . %) 1 . . B oo k+1
wie 1. Weil 37 | 7 konvergiert, sollte auch die Reihe 37 | (m>
konvergieren.

Dies lasst sich so zwar kaum beweisen, gibt uns aber einen Anhalts-

punkt. Mit dem Majorantenkriterium lasst sich nun die Konvergenz von
2

S, (k’;ii;k) auf die Konvergenz von >_7° | & zuriickfiihren. Hierzu

muss man geschickt abschatzen:

k+1 <k:+1 k+k

k24+3k — k2 — k2
2k 1
e

Das Abschatzen erfolgte hier nach einem gewissen Schema: Summanden,
die den Term verkleinern, wurden gestrichen. Dann wurden Summanden,
die nicht gestrichen werden konnten, so abgeschatzt, dass sie mit ande-
ren Summanden zusammengefasst werden konnen. Insgesamt erhalten

wir so:
k+1\? 1)\* 1
ST ) < (2.2) =4. =
(k2 + 3k> - ( Ic> k2
Nun kann das Majorantenkriterium angewandt werden. Die Reihe 3~ | 4-

2
,%z konvergiert und damit auch die Reihe > 77, (klzfi;,k) .

Losung
Majorantenkriterium

Esist
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B+l N _ (k1) _ (ktk\® _ (2k)°
+3k) Uk ) S\ k) k2
1\? 1

> 1 =1
Z4-E:4~Zﬁ<oo

k=1 =1

und

Damit konvergiert die Reihe nach dem Majorantenkriterium.

Beispiel und Aufgabe zum Minorantenkriterium

Beispielaufgabe mit dem Aufgabe mit dem
Minorantenkriterium Minorantenkriterium
(Youtube-Video vom Youtube-Kanal (Youtube-Video vom Youtube-Kanal
Maths CA). (81) Maths CA). (82)
2 Ubung
Minorantenkriterium
. . oo 1 . . .
Man untersuche, ob die Reihe 77 NEES)] konvergiert oder divergiert.
- Losungsweg
1

Minorantenkriterium
Hier lohnt sich ein Blick auf die Konvergenzgeschwindigkeit, mit der die
Summanden gegen Null konvergieren. Das Produkt k(k + 2) konvergiert
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31.3 Beispiele und Aufgaben

wie k” gegen Unendlich. Damit konvergiert ;' wie ;> gegen 0.Da im
Summanden noch die Wurzel gezogen wird, istinsgesamt die Konvergenz-
geschwindigkeit von \/ﬁ gegen 0 wie bei der Folge 1. Da die harmoni-

sche Reihe >~77 % bekanntermaBen divergiert, sollte auch 377 | L

VE(k+2)
divergieren.

Nachdem wir eine Vermutung Uber das Konvergenzverhalten aufgestellt
haben, mlssen wir diese Vermutung noch durch einen Beweis unter-
mauern. Hier kdnnen wir das Minorantenkriterium benutzen, wobei wir
zunachst geschickt nach unten abschatzen mussen:

1 1 1
= >
VEE+2)  VE2+2k ~ VE?+2k2
11
V3k2  V3-k

Hier folgten wir einem gewissen Schema: Summanden, die den Term ver-
groBern, werden gestrichen. Danach haben wir die Summanden, die nicht
gestrichen werden konnten, so abgeschatzt, dass sie mit anderen Sum-
. . oe) 1
manden zusammengefasst werden konnten. Nun divergiert >/, NS
Also muss nach dem Minorantenkriterium auch 352, ——— divergie-

VE(k+2)
ren.
Beweis
Minorantenkriterium
Esist
1 1 1
= >
VE(k+2)  VE2+2k  VE? + 2k2
1 1 1 1

V32 V3k V3 k

AuBerdem divergiert }°;° | - - 4. Damit muss 3.7, \/ﬁ nach dem
Minorantenkriterium divergieren.
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Wurzelkriterium

Kommen wir nun zum Wurzelkriterium, welches ein machtiges Kriterium ist,
um Konvergenz oder Divergenz einer konkret gegebenen Reihe nachzuweisen.
Es basiert auf dem Majorantenkriterium, wobei hier die Konvergenz einer
Reihe auf die Konvergenz der geometrischen Reihe > 72 ¢Fmitd<g<1
zuruckgefuhrt wird.

32.1 Herleitung
Wiederholung

Wir haben bereits das Majorantenkriterium kennengelernt. Es besagt, dass
eine Reihe }°;7 | ax absolut konvergiert, wenn es eine konvergente Reihe
ZZ’;I cr mit |ak| < ¢k gibt.

AuBerdem wissen wir, dass jede geometrische Reihe 3"7° | ¢" mitgq € [0,1)
konvergiert.

Erste Herleitung

Sei > ;7 , ax eine Reihe, deren Konvergenz wir mit Hilfe des Majorantenkri-
teriums nachweisen wollen, indem wir die Konvergenz der Reihe auf die
Konvergenz der geometrischen Reihe zurlickfuhren. Um das Majorantenkri-
terium so anwenden zu kénnen, muss es ein ¢ € [0, 1) mit |ax| < ¢" geben.
Dann ist
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32.1 Herleitung

dolarl <> d"=>"d"—¢°
k=1 k=1 k=0

1 q

= 1=t
1—gq 1_q<oo

Die Reihe Y 72 | ax konvergiert nach dem Majorantenkriterium absolut. Die
Ungleichung |ax| < ¢" kdnnen wir umformen:

lak| < ¢ = Vlar) < q

Wenn es also ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 gibt, so dass {/|ax| < ¢ ist, dann ist
lax| < ¢" und die Reihe 3"2° | ax konvergiert.

Frage
Verstandnisfrage

Wir beginnen die geometrische Reihe > 72 | ¢" bei k = 1 und nicht wie
normalerweise bei k = 0. Warum ist das in der obigen Herleitung sinnvoll?
Im Schritt |ax| < ¢® <= ¥ar < g haben wir die k-te Wurzel gezogen
und die 0-te Wurzel ist nicht definiert. Deswegen muss k bei 1 beginnen.

Umformulierung mit Limes Superior

Fur das Konvergenzverhalten ist der Wert von endlich vielen Summanden
egal. Dementsprechend muss auch nicht W < gfiralle k € N gelten,
sondern nur fur alle k € N bis auf endlich viele Ausnahmen. Es muss also
nur fur fast alle k € N die Ungleichung {/]ax| < g erfillt sein.

Die Forderung, dass es ein g € [0,1) mit ¥/|ax| < ¢ fUr fast alle k € N gibt,
kénnen wir auch mit dem Limes Superior formulieren:

3G €[0,1) : limsup V/|ax| < ¢
k—o0

Anders ausgedruckt:

limsup ¥]ar| <1

k—oo

Ist ¥/|ax| < ¢ fur fast alle k, dann ist die Folge (\’“/|ak|) nach oben be-
keN
schrankt und muss einen groBten Haufungspunkt kleiner gleich g besitzen.

275



Kapitel 32 Wurzelkriterium

Dieser Haufungspunktistgleichlimsup, , __ ¥/|ax|undesgiltlimsup, ,  ¥/|ax| <

q.

Sei umgekehrt limsup, _,__ ¢/|ax| < ¢ fir ein ¢ € [0,1). Dann ist fir alle
¢ > 0 die Ungleichung {/]ax| < q + € fiir fast alle k € N erfiillt. Wegen ¢ < 1
gibt es ein € > 0, das klein genug ist, damit auch ¢ + € < 1 ist. Setzen wir
§=q+eEsist§ < 1unddieUngleichung {/]ax| < ist fiir fast alle k erfillt.

Anstellevon {/|ax| < ¢fiirfastallek € Nreichtauchlimsup, . {/|ax| < 1,
um die Konvergenz der Reihe zu zeigen. Wir konnen also zusammenfassen:

Istlimsup, ,_ {/|ax| < 1, dann konvergiert die Reihe >~,7 | ax absolut.

Wurzelkriterium fur Divergenz

Wir haben bisher nur das Wurzelkriterium flir die Konvergenz einer Reihe
kennengelernt. Gibt es auch ein Wurzelkriterium fir die Divergenz einer
Reihe? Stellen wir uns vor, dass limsup, ,__ ¥/|ax| > 1 ist. Dann ist fir
unendlich viele k& € N die Ungleichung 4/]ax| > 1 erfiillt. Fir diese k gilt
lax| > 1F = 1, womit (lax|)ren keine Nullfolge ist. Damit kann aber auch
(ak) ey keine Nullfolge sein. Aus dem Trivialkriterium folgt dann,dass 3 72 | ax
divergiert. Wir konnen diesen Fall verallgemeinern, indem wir anstelle von
limsup, ... {/Jax] > 1 die Ungleichung {/|ax| > 1 fir fast alle k € N
fordern.

32.2 Definition

Das Wurzelkriterium lautet:

Satz

Wourzelkriterium

Sei Y 7o, ax eine Reihe. Wenn limsup,_,  ¥/|ax| < 1 ist, dann konver-
giert die Reihe absolut. Ist limsup,_,  ¥/|ax| > 1, dann divergiert die

Reihe. Auch wenn {/|ax| > 1 flr unendlich viele k € Nist, divergiert die
Reihe.
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32.2 Definition

Erklarung

Wurzelkriterium

Den Satz haben wir in der obigen Herleitung bereits bewiesen. Wir fassen
den Beweis noch einmal kurz zusammen:

Beweis
Wurzelkriterium

Beweisschritt: Auslimsup, ,__ ¥/|ax| < 1folgt die absolute Konvergenz
von 307 | ak. Sei 357, ay eine Reihe. Ist limsup, . ¥/]ax| < 1, dann
ist limsup, , ¥/lax| < ¢ fiirein0 < ¢ < 1 (man kann zum Beispiel
g =limsup, , _ %/|ax| wahlen).

Wahle nun € > 0 so klein, dass ¢ + ¢ < 1 ist. Aus der Definition des
Limes Superior folgt, dass fur fast alle k € N die Ungleichung {/|ax| <
q + e erflllt ist. Daraus folgt |ax| < (¢ + €)* fiir fast alle k. Weil die Reihe
S22 (g + €)F konvergiert (dies ist eine geometrische Reihe mit ¢ + € <
1), konvergiert die Reihe 3.7, |ax| nach dem Majorantenkriterium. Also
konvergiert die Reihe > ;7 | ax absolut.

Beweisschritt: Auslimsup, _, W > 1 oder ’\‘/W > 1fdrunendlich
viele k folgt die Divergenz von 377, ax. Sei limsup, _, _ §/|ax| > 1 bzw.
%/|ax| > 1 fir unendlich viele k. Dann ist |ax| > 1% = 1 fir unendlich
viele k. Deshalb kann (|ax|), oy keine Nullfolge sein. Damit kann aber auch
(ak), ey keine Nullfolge sein. Also divergiert 3 7° | aj nach dem Trivialkri-
terium.

Hinweis

Konvergiert ({“/|ak|) .dannist limg_oo V/|ar| = limsup,_,  ¥/|axl.
keN

Man kann also auch limy_, o ¥/|ax| betrachten, wenn dieser Limes exis-
tiert. Dies wird in den meisten Konvergenzbeweisen mit dem Wurzelkrite-
rium auch getan.
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32.3 Grenzen des Wurzelkriteriums

Im Fall limsup, . %/]ax] = 1 kénnen wir nichts iber Konvergenz bzw.
Divergenz der Reihe sagen. Es gibt namlich sowohl konvergente als auch
divergente Reihen, die diese Gleichung erflllen. Ein Beispiel ist die divergente
harmonische Reihe > 7% | 1. Es ist

1

:

= limsup %
k— o0 k

. 1
= limsup —

k—oo \/E

lim VEk=1

limsup {/|ak| = limsup {
k—oo k—oo

_1
1

Aber auch die konvergente Reihe Y77, k% erflllt diese Gleichung:

limsup ¥/]ax| = limsup {

k—oco kE—oo

= limsup {/ !
- k%oop k2

. 1
=limsup —

k—o0 \/:Ii'i2

1
k2

1 2
=limsu —
kﬁoop ( W)

lim Vk=1
k— o0

SRt

Dies zeigt, dass wir aus limsup,_, _ ¥/|ax| = 1 weder zeigen kénnen, dass
die Reihe konvergiert, noch dass sie divergiert. Wir missen also in einem
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solchen Fall ein anderes Konvergenzkriterium verwenden!

32.4 Vorgehen bei der Anwendung des
Wurzelkriteriums

Entscheidungsbaum fiir das Wurzelkriterium (83)

Um das Wurzelkriterium auf eine Reihe >~77 | ax anzuwenden, kdnnen wir
folgendermaBen vorgehen: Wir bilden {/|ax| und betrachten dessen Limes
(bei Existenz des Limes) bzw. dessen Limes Superior.

1. Istlimsup,_, . {/|ax| < 1, dann konvergiert die Reihe absolut.
2. Istlimsup,_, . ¥/|ax| > 1, dann divergiert die Reihe.
3. Ist {/]ak| > 1 fur unendlich viele k, dann divergiert die Reihe.

4. Trifft keiner der drei Falle zu, kdnnen wir nichts zum Konvergenzverhalten
der Reihe aussagen.
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32.5 Beispielaufgaben

Beispielaufgabe 1

Beispielaufgabe mit dem Wurzelkriterium (Youtube-Video vom Youtube-Kanal
Maths CA ). (84)

Ubung
4
. . . o k3
Konvergiert oder divergiert > 72 | 77
® Losung
Berechnen wir den Grenzwert von { ’;—: :

280


https://www.youtube.com/watch%3Fv%3DQqFSlhOwMTg
https://www.youtube.com/channel/UCWKjVjto8KPEOF2xCp9kMmw
https://www.youtube.com/channel/UCWKjVjto8KPEOF2xCp9kMmw

32.5 Beispielaufgaben

r < 1, womit die Reihe nach dem Wurzelkri-

kS
3k

Damitistlimsup,_,

terium konvergiert.

Beispielaufgabe 2

Beispielaufgabe mit dem Wurzelkriterium (Youtube-Video vom Youtube-Kanal
Maths CA ). (85)

7 Ubung

k
Konvergiert oder divergiert > ro , (3212) ?
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® Losung
Esist

lim sup { (4k+5)k—limsu dk+5
roel V\zk3) P okt s

5
E

= limsup
3
k— o0 + &

4
=-=2>1
5=2>

/ k
Wegen limsup,_, " (gﬁg) > 1 divergiert die Reihe nach dem Wur-

zelkriterium.
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Kapitel 33

Quotientenkriterium

Das Quotientenkriterium erlaubt Konvergenz- und Divergenzbeweise bei vielen
konkret gegebenen Reihen und wird deswegen haufig eingesetzt. Es ist zwar
bei weniger Reihen einsetzbar als das Wurzelkriterium, jedoch sind Beweise
mit dem Quotientenkriterium in der Regel einfacher zu fuhren als solche
mit dem Wurzelkriterium.

33.1 Herleitung
Erste Schritte

Genau wie beim Wurzelkriterium wird beim Quotientenkriterium die Kon-
vergenz einer Reihe Uber das Majorantenkriterium auf die Konvergenz einer
geometrischen Reihe zurlickgeflihrt. Sei also ) 7> | ax eine gegebene Reihe
mit ar > 0 fir alle £ € N. Die Forderung, dass die Reihe nur nichtnegative
Summanden besitzt, brauchen wir fir das Majorantenkriterium. Wir wissen,
dass die Reihe konvergiert, wenn es ein ¢ € [0, 1) mit ax < ¢" firallek € N
gibt. Dies folgt aus dem Majorantenkriterium und der Tatsache, dass die
geometrische Reihe "¢ | ¢" fir 0 < ¢ < 1 konvergiert.

Beim Wurzelkriterium wird die Ungleichung ar < q* direkt zu Yar < g
umgeformt. Beim Quotientenkriterium wahlt man ein rekursives Kriterium,
das ap < ¢* impliziert. Zunachst wissen wir, dass a; < ¢ sein muss. Im
Rekursionsschritt brauchen wir eine Bedingung, mit der man aus der Un-
gleichung ax, < ¢* die Ungleichung ax.1 < ¢"*! schlieBen kann. Gehen wir
also davon aus, dass wirax < q’C bereits bewiesen haben. Es gilt dann (wenn
wir davon ausgehen, dass ax # 0 ist):
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33.1 Herleitung

Ap4+1 = GZZI cap < %'qk

Umagy1 < q’chl zu beweisen, gentigt es aufgrund der obigen Umformung
auch ’““ -¢" < ¢"*1 zu zeigen. Dies reduziert sich weiter zu der Ungleichung
% g g, welche wir zeigen mussen. Hierzu bendtigen wir die Aussage
ar > 0, die wir im Folgenden annehmen. Aus der Bedingung ax > 0 kénnen
wir wiederum folgern, dass az;:1 > 0 und damit auch ¢ > 0 ist. Nun haben
wir eine Idee, was wir zu zeigen haben und welche Induktionsannahmen wir
treffen werden.

Zusammenfassung der ersten Uberlegungen

Aus a; < qund afl—:l < g kénnen wir zeigen, dass a, < q’C ist und die Reihe
somit nach dem Majorantenkriterium konvergiert. Ein Beweis ist hier Gber
vollstandige Induktion moglich. Zunachst haben wir den Induktionsanfang
a1 < ¢ direkt gegeben. Im Induktionsschritt gehen wir davon aus, dass
ar < q’c wahr ist und kénnen damit folgern

Ag+1

k41 = Qg
Ak
l ap < (1
a
<= =
Ak+41
Ak
<q"

Erste Verbesserung

Die Konvergenz einer Reihe hangt nicht vom Wert von endlich vielen Sum-
manden ab. Das heiBt, die Anderung endlich vieler Summanden beeinflusst
die Konvergenz der Reihe nicht. Dementsprechend kann man vermuten,
dass die Bedingung a1 < ¢ nicht bendtigt wird. Wenn wir nur die Bedingung
a(’;—:l < gannehmen, dann erhalten wir
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az

az =a1-— <ai-q

a1

as 2
az =az-— <a2-q<ai-q

az

aaq 3
as=az-— <az-qg<ai-q

as

as 4
as=as4-— <as-q<ai-q

a4

Insgesamt erhalten wir so ax, < aq - q’“_l. Dies reicht aus, um mit Hilfe des
Majorantenkriteriums die Konvergenz zu zeigen, weil 37>, a1 - ¢" ! eine
konvergente Reihe ist. Damit kann man allein aus % < gqflrallek e N
die Konvergenz der Reihe zeigen.

Zweite Verbesserung

Wir kénnen weiter verallgemeinern, indem wir % < ¢ nur far fast alle

anstatt fur alle natUrlichen Zahlen k fordern. Sei K die erste natlrliche Zahl,
ab der % < qfiralle k > K gilt. Dann ist

AK+1
aAK+1 = aOK - <ax-q
aK
AR +2 2
AK+2 = QK41 - <axt1-q<ak-q
AK+1
AK+3 3
AK {3 = QK42 - <ak+t2:-q<ak - q
AK+2
AK+4 4
K4 =ax43 —— < ax43-q < akx - q
aK+3

Insgesamt erhalten wir so ax ; < ax - ¢'.Indem man k = K + [ setzt, folgt
die Ungleichung ax, < ax - ¢"~* und somit:
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ag +aKZq

W—/
beschrankt konvergent

beschrénkt
Damit konvergiert die Reihe nach dem Majorantenkriterium. Es reicht also,

% < g nur fur fast alle k € N zu fordern.

Umformulierung mit Limes superior

Die Bedingung, dass % < g furein festes ¢ mit 0 < ¢ < 1 und fur fast alle
k € Nist, kann auch mit dem Limes superior ausgedrickt werden. Diese
Bedingung gilt ndmlich genau dann, wenn limsup, _, a};:l < list

Einerseits folgt aus a‘“ < ¢ fur fast alle k, dass der groBte Haufungspunkt,

also der Limes superior, von (a(’i%) kleiner als g und damit kleiner als 1
© / keN

ist.

Sei andererseits limsup,_, a;;:1 = ¢ < 1. Dannist fir alle ¢ > 0 die

Ungleichung "2t < G + ¢ fiir fast alle k € Nerfiillt. Wegen ¢ < 1 kann ein
€ > 0 so klein gewahlt werden, dass ¢ + € < 1 ist. Setzen wir ¢ = § 4+ €. Dann
ist zum einen ¢ < 1 und zum anderen ist a’;% < gflurfastallek € N.

ak+1

Zusammenfassung: Aus limsup, _, < 1folgt zunachst fureing < 1,

dass a,;% < gqfurfastallek € Nist. Daraus folgt die Konvergenz der Reihe

> heq Ok
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Die Sache mit der absoluten Konvergenz

In der obigen Argumentation haben wir nur Reihen betrachtet, deren Sum-
manden nichtnegativ sind. Was passiert mit Reihen Y77, ax, bei denen
einige Summanden ax negativ sind?

Wir kénnen obige Argumentation zumindest auf die Reihe 3.7 | |ax| an-
wenden. So kénnen wir die absolute Konvergenz beweisen, die ja auch die
normale Konvergenz der Reihe impliziert. Bei Reihen mit nichtnegativen
Summanden andert sich beim Ubergang von >3, ax auf > 52, |ax| nichts,
da fur solche Reihen die Gleichung ax = |ak| fUr alle k erfllt ist. Wir kdnnen
also zusammenfassen:

lag41 ap41

Ist limsup, ., Tar]
Reihe Y77 | ar absolut.

| = ”msupk yoo | ay,

Quotientenkriterium flir Divergenz

Lasst sich miteiner ahnlichen Argumentation auch die Divergenz einer Reihe
Qk+1

beweisen? Schauen wir uns ‘ an. Wenn der Quotient im Betrag groBer

gleich eins ist, dann ist

Gkt >1 = |ak+1| > |ak|

Wenn also ab einem beliebigen Index K fur alle nachfolgenden Indizes k
die Ungleichung ‘“Z—":l > 1 erflllt ist, dann wéachst die Folge (Jax|),cy ab
dem Index K monoton. Diese Folge kann keine Nullfolge sein, da sie nach
dem Folgenglied |ax| monoton wéchst und |ax| > 0. Wenn aber (Jak|),cy
keine Nullfolge ist, dann ist auch (ax), o\ keine Nullfolge. Daraus folgt nach
dem Trivialkriterium, dass die Reihe ;7 | axr keine Nullfolge ist. Das Trivi-
alkriterium besagt ja, dass limg_cc ax = 0 ware, wenn die Reihe Y 72 | ax
konvergieren wiirde. Fassen wir zusammen:

keine Nullfolge.

Ist a’“ ’ > 1fir fastalle k € Nerfillt, dann ist (ax), oy

Die Re|he > we, ax divergiert nach dem Trivialkriterium.
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33.2 Das Quotientenkriterium

Satz

Erklarung zur Konvergenz mit dem Quotienten-Kriterium. (YouTube-Video
vom Kanal Quatematik ) (86)

Satz
Quotienten-Kriterium fiir Konvergenz
SeiY 2, areineReihemitay # Ofirallek € N.Wennlimsup,_, | “2 | <

1list,dannist die Reihe ;7 | ax absolut konvergent.

wenn ‘%’ > 1 fur fast alle k € N ist (also fur alle k > K fir ein
bestimmtes K € N), dann ist die Reihe >~.7 , ax divergent.

Erklarung
Quotienten-Kriterium fur Konvergenz

Fassen wir die obige Herleitung in einem Beweis zusammen:

Beweis
Quotienten-Kriterium flir Konvergenz

Sei > 72 | ax eine Reihe mit Summanden ungleich Null.

Ak+1
ak

Beweisschritt: Konvergenz mitdem Quotientenkriterium Seif = limsup, _,
1. Wir wahlen nun e > 0 so klein,dass ¢ = 6 + € < list. Wegenf < 1

<
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existiert dieses ¢ (beispielsweise kann e = 5% gewahlt werden). Aus
den Eigenschaften des Limes superior folgt, dass fur fast alle K € N die

Ungleichung % < q erflllt ist. Es gibt also eine natlrliche Zahl K,
sodass a"i% < gfiralle k > K ist. Es folgt:

jasci| = lax| - | =2 < Jax] - q

jascsa] = lascn] |22 < Jaxcsa] -0 < Jax] -

Jascssl = larcsa| - |52 < Jarcsa] 0 < Joxc] - °

lar+a| = laxys] - Zii:i <laxts|-q < lax|-q¢*

Insgesamt erhalt man so |ax+i| < |ax| - ¢'. Indem man k = K + 1 setzt,
folgt die Ungleichung |ax| < |ax]| - ¢"~* und somit:
oo K-1 oo
D laxl =D lal+ > lax]
k=1 k=K

k=1

JVlﬁ: > K :ax| < |ax|- ¢

K—-1 oo
<Y ekl + Y lax]-¢" "
k=1 k=K
j{ Indexverschiebung in der 2. Reihe
K-1 o)
=D lael+ laxc| > d"
k=1 k=0

—_—

beschrankt  konvergent = beschrankt

beschrankt
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33.2 Das Quotientenkriterium

Damit konvergiert die Reihe > 7> | |ax| nach dem Majorantenkriterium.
Dies bedeutet wiederum, dass > ;- | ar absolut konvergiert.

Beweisschritt: Divergenz mit dem Quotientenkriterium Sei nun K eine

naturliche Zahl, sodass % > 1 furfastalle k > K.Esistdann fur alle
k> K:
Ak+1 >1
ak
= |ars1| = |ax]

Damit wéachst die Folge (|ax|), <y @b dem Index K monoton. (|ax|),cy ist
keine Nullfolge, weil |ax| > 0 ist (wegen ax # 0). Damit ist aber auch
(ak) ey keine Nullfolge. Aus dem Trivialkriterium fiir Reihen folgt, dass
die Reihe Y 72 | ax divergiert.

Verscharfung mit Limes inferior

Die gerade behandelte Voraussetzung fiir die Divergenz lasst sich mit Hilfe
des Limes inferior verscharfen. So ist das Kriterium leichter anzuwenden. Gilt
% > 1, folgt daraus % > 1fiurfastalle k > K.Also diver-

liminfy_ e

>1

giert die Reihe. Die umgekehrte Richtung muss nicht gelten. Aus a’gzl

k41
ak

> 1 folgen, da die Folge

fur fast alle K > K muss nicht liminfx_
A1

(&

handelt sich also um eine starkere Voraussetzung fur die Divergenz der
Reihe.

) nicht zwangslaufig einen kleinsten Haufungspunkt besitzt. Es
keN

Hinweis

Ist limg o0 a’;:l < 1,dann gibtes ein < 1 mit ’%’ < O furfastalle

k € N, womit die Reihe absolut konvergiert. Analog divergiert die Reihe,

Tht1] > 1 ist.

ag

wenn limg_ oo
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33.3 Grenzen des Quotientenkriteriums

Bei limy_ o = 1 konnen wir nichts Uber Konvergenz bzw. Divergenz

Dp+1
A

der Reihe aussagen. Es gibt ndmlich sowohl konvergente als auch divergente
Reihen, die diese Bedingung erflillen. Ein Beispiel hierflr ist die divergente
Reihe > 72 | +:

. Ak+1
li — = 1mm ——
k—oo | Qg k—oo k+1
. 1
= i T =
k— 1+E

Auch die konvergente Reihe > 77 | %

= erflllt diese Gleichung:

. Ap+1 . k2
li — = lim —
k—oo | Qg k— oo (k—|—1)2
k’2
= lim —~
oo B2+ 2k + 1
= lim ; =1

k~>oo1+%—|—k%_

Wir kénnen also aus limg .
vergiert, noch, dass sie divergiert. Wir mussen in einem solchen Fall ein
anderes Konvergenzkriterium verwenden.

k41
ag

= 1 weder folgern, dass die Reihe kon-
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33.4 Vorgehen bei der Anwendung des Quotientenkriteriums

33.4 Vorgehen bei der Anwendung des
Quotientenkriteriums

Entscheidungsbaum fir das Quotientenkriterium (87)

Um das Quotientenkriterium auf eine Reihe 3.7, ax anzuwenden, bilden

wir zunéchst aZ‘]:l und betrachten den Grenzwert:
1. Istlimsup, ,__ a’gzl < 1, dann konvergiert die Reihe absolut.
41

2. Istliminfy oo > 1, dann divergiert die Reihe.

ag

3. lIst

QK41
ak

> 1fir fastalle k € N, dann divergiert die Reihe.

4. Konnen wir keinen der drei Falle anwenden, konnen wir nichts Uber die
Konvergenz der Reihe aussagen.

33.5 Beispielaufgaben

Aufgabe 1

2 Ubung

Untersuche die Reihe .7 | % auf Konvergenz oder Divergenz.
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-t Losungsweg

Zunachst bilden wir den Quotienten a"“ und betrachten dessen Grenz-
wert:
im @] 2 2K

— lim
Ly

=0

Damitist limg_ oo ‘ kil ’ < 1, womit aus dem Quotientenkriterium folgt,

dass die Reihe absolut konvergiert.

* Beweis

Die Reihe > 77 | %’f konvergiert absolut nach dem Quotientenkriterium,

dennes ist
. Qk+1 . ok t1 k!
Im | —| = Ilim —— - —
= lim
=0<1
Aufgabe 2
Ubung
s
Untersuche die Reihe Y7 | 7+ auf Konvergenz bzw. Divergenz.
== = LOsungsweg
[]
Wir haben ax = %;. Schauen wir uns nun ’““ an
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apsr| _ | (kDKL
ar | | (B+1)! EE
k! 1
LE+D T k+1
_ (ke
T (k1) -k
(k+ 1)*
TR

)

1

Nunist 1 + + > 1 und damit auch (1+ E)k > 1. Daraus folgt, dass

QK41
ag

Beweis
. . o kF . . - Kk .
Die Reihe Y _7° | 7+ divergiert, denn flir a, = 7y ist

k!

(k? + 1)k+1
" Kk

(k+ 1)!

Ak+1

ag

Koo
(k+1)! k+1

(k+ 1)+
1)

(k+1)*
kk

u" Hinweis

Du weiBt vielleicht schon, dass limg o (1 + %)k

> 1flr alle k € Nund damit insbesondere flir fast alle k € N. Aus

dem Quotientenkriterium folgt, dass die Reihe divergiert.

= e ist. Dementspre-

295



Kapitel 33 Quotientenkriterium

Qp+1
ag

chend kannst du alternativauch den Beweis daruber fihren,dass limg_,

iMoo (1 + %)k = e > 1.Diese Argumentation kann aber nur angewandt

werden, wenn limy_,o (1+ 1) = e bereits in der Vorlesung bewiesen
wurde.

Aufgabe 3

7 Ubung

2 k
Untersuche fiir welche a € R die Reihe >~ (”k;? konvergiert, absolut
konvergiert bzw. divergiert.

* Beweis

2 k
Wir nutzen das Quotientenkriterium mit ay = (”kﬁ) :

k1| _ (a®> —1)** (k+1)

ak (a®> = 1)k - (k+2)
_|a2_1|.ﬂ
B k+2
1+ 1
= o -1 115
1+2

Damit folgt
14+ 1
lim [“ ) = fim [a® — 1| - R = |a® — 1|

k—oo | ag k—o0 1+E

Weil der Grenzwert existiert, stimmen Limes superior und Limes inferior
Uberein. Also gilt

k41
ag

Ak+1
Qg

Ak+1
ag

limsup

k—oo

= liminf
k—o0

= lim

k—o0

= a1

Uns interessiert fir welche a € R Konvergenz, absolute Konvergenz und
Divergenz vorliegt. Aus dem Quotientenkriterium folgt, dass die Reihe
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33.5 Beispielaufgaben

absolut konvergiert,wenn |a®> — 1| < 1ist.Im Fall |a® — 1| > 1 folgt mit dem
Quotientenkriterium widerum die Divergenz der Reihe. Den Fall [a* —1| = 1
mussen wir extra untersuchen:

Fall 1: |a® — 1| < 1 Wir wollen herausfinden, fiir welche a € R die Unglei-
chung |a® — 1| < 1 gilt. Durch Umformungen finden wir:

la* —1] <1
“1< a’-1 <1
0< a? <2

0< |a <V2
-2 < a <0 oder 0< a <2

11ty

Fir —v/2 < a < 0oder0 < a < v/2,wenn alsoa € (—v/2,0) U (0,v/2) gilt,
konvergiert die Reihe absolut.

Fall 2: |a® — 1] > 1 Hier gilt:

la> =1 >1
= d’-1 >1 oder a?2—-1 < -1
= a® >2 oder a® <0
— la] > V2
— a >+/2 oder a <—V2

Fira < —v/2 oder a > v/2 bzw. fiir a € (—o0, —v/2) U (v/2, 00) divergiert
die Reihe.

Fall 3: |a® — 1| = 1 Zuletzt gilt

e =1 =1
= d*-1 =1 oder a*—1 =-1
= a? =2 oder a? =0
= la] =+2  oder la] =0
= a =+v2 oder a =0

Da das Quotientenkriterium hier keine Konvergenzaussage liefert, mus-
sen wir die beiden Falle einzeln untersuchen:
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Fall 1: a = £v/2 Es gilt

Da es sich um die harmonische Reihe handelt, divergiert diese.

Fall 2: a = 0 Es gilt

Die Reihe ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent, jedoch nicht ab-
k
solut konvergent, da > 72 ‘% = Yo, 77 als harmonische Reihe

divergiert.

33.6 Vergleich zwischen Quotienten- und
Wurzelkriterium

Das Quotientenkriterium lasst sich bei einigen Reihen wesentlich leichter
anwenden als das Wurzelkriterium. Ein Beispiel ist die Reihe 72 | i—, deren
Konvergenz man mit dem Quotientenkriterium gut beweisen kann:

2k+1 k!

k1 lim -2 . &> _
koo (k+ 1)1 2k

ag

lim

k—o0

lim —— =
Im Wurzelkriterium muss man folgenden Grenzwert betrachten:

, . 2
Vial = i, 7

a0, A
Hier ist unklar, ob und wogegen eine Konvergenz vorliegt. Dass k! schnell an-
wachst, konnte fur eine Nullfolge sprechen. Allerdings wird die Folge (W)
durch das Ziehen der k-ten Wurzel stark abgeschwacht. Tatsachlich lasst
sich V/k! — oo zeigen (und damit folgt {/]ax| — 0). Dieser Beweis ist jedoch
sehr aufwéndig. Ahnlich verhalt es sich bei der Reihe > 72, ’i—k, Mit dem
Quotientenkriterium erhalten wir
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33.6 Vergleich zwischen Quotienten- und Wurzelkriterium

apsr| _ [+ D kL
a | T kDl R

l k! 1
L+ k+1
(kDM (B 1)k

(k+1) -k~ Kk

1 k
- 2) >
(1+k) >1

Damit ist die Folge divergent nach dem Quotientenkriterium. Im Wurzelkri-
terium haben wir folgenden Grenzwert zu betrachten:

Viasl = Ji,

Man kann beweisen, dass diese Folge gegen e konvergiert. Das ist jedoch
aufwendig und erfordert zusatzliche Konvergenzkriterien, die oftmals in
einer Analysis-Grundvorlesung nicht zur Verfigung stehen. In beiden Fallen
ist die Losung mit dem Quotientenkriterium einfacher.

. k
lim =

Allerdings gibt es auch Reihen, die mit dem Wurzelkriterium I6sbar sind und
bei denen das Quotientenkriterium nicht anwendbar ist. Ein Beispiel daflr
ist die Reihe

= ke
Zak mit ap = {(2) flr gerade ,
k=0

(%)’C flr ungerade k

Das Quotientenkriterium ist hier nicht anwendbar. Fir die Quotientenfolge
gilt namlich

(3 )k fur gerade k

Ap+1| %
ak (%)k flr ungerade k
Damitist limsup,_, “Z:l = o0, da die Quotientenfolge flur ungerade k
wegen % > 1 nach oben unbeschrankt ist. Andererseits gilt Led1 | < 1 fur

ak
alle geraden k und damit fir unendlich viele Quotienten. Insgesamt miissen

wir aber feststellen, dass das Quotientenkriterium nicht anwendbar ist.
Hingegen liefert das Wurzelkriterium
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fur gerade k

Wl =

far ungerade k

Damit ist limsup,_, .. {/lax] = 3 < 1 und die Reihe konvergiert absolut.
Damit ist im obigen Beispiel das Wurzelkriterium anwendbar, wahrend das
Quotientenkriterium kein Ergebnis ergibt. Insgesamt ist es so, dass das
Waurzelkriterium einen groBeren Anwendungsbereich als das Quotienten-
kriterium hat. Auf jede Reihe, deren Konvergenzverhalten mit dem Quotien-
tenkriterium feststellbar ist, kann auch das Wurzelkriterium angewendet

werden. Dies folgt aus folgender Ungleichung:

liminf
k— o0 a

Ak+41
k

< liminf {/]ax| < limsup ¥/]ax| < limsup
k—oo k— o0 k— o0

Ak+1
ag

k41
Ak

Hier wird offensichtlich: Ist limsup,_, < 1, so ist automatisch

limsup, ... ¥/]ar] < Listliminfi_ e ‘“’;Zl
1. Ist also das Quotientenkriterium anwendbar, ist immer das Wurzelkriteri-
um anwendbar. Die Umkehrung gilt nicht, wie es das obige Beispiel zeigt. Wir
verzichten hier auf den etwas theoretischen und langwierigen Beweis der
Ungleichung. Fortgeschrittene kdnnen sich gerne an der entsprechenden

Ubungsaufgabe versuchen.

> 1,istautomatischlimsup, _,
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Kapitel 34

Leibniz-Kriterium

Das Leibniz-Kriterium ist ein spezielles Konvergenzkriterium flr alternierende
Reihen. Das sind Reihen, bei denen das Vorzeichen bei jedem Summanden
wechselt, also Reihen der Form 3°2° | (—1)""'b;, oder 3°7° | (—1)" bk, wobei
alle b, positiv sind. Da solche Reihen haufig konvergieren, aber nicht absolut
konvergieren, scheitern die anderen Konvergenzkriterien oftmals.

Wie der Name schon vermuten lasst, wurde das Kriterium von dem Ma-
thematiker Gottfried Wilhelm Leibniz im Jahre 1682 veréffentlicht. Ubrigens
wurde auch der Butterkeks mit seinen 52 Zahnen (in Anlehnung an die 52
Zahnrader der ersten von Leibniz entwickelten Rechenmaschine) nach ihm
benannt.

34.1 Einstiegsbeispiel: Konvergenz der alternierenden
harmonischen Reihe

Die Partialsummen der alternierenden harmonischen Reihe (88)
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Da Beweisideen an konkreten Beispielen oftmals besser veranschaulicht

werden kdnnen, betrachten wir zunachst das Beispiel der alternierenden har-
. . _pyktl L " L
monischen Reihe 77, ( li .Fir die Konvergenz miissen wir zeigen, dass

. . —1)kt1 . .
die Folge der Partialsummen (Sy)nen = (Zzzl ( 111 ) konvergiert. Fur
neN

n=1,2,3,4,5,6,7,8 haben die Partialsummen die Werte

1 k41 2 k41
(—1)k+t N DT 1
Sl_g =1, SQ—E _5_05,
k=1 k=1
3 (71)k+1 _ 4 (71)k+1 _
S3 = E = - =0.83, Sy = E = — = 0.583,
k=1 k=1
5 k+1 6 k+1
(=1 47 - (-1) 37 _
= § = _— =0. = § = =061
Ss 2 A &0 0.783, Se 2 60 0.616,
7 k41 8 k+1
. (—1) . 329 . . (—1) . 533 .
S7 = ,;:1 % =120 0.759, Ss = ,;:1 A =310 0.634.

Daran erkennen wir, dass die Werte in immer kleiner werdenden Schrit-
ten hin und her springen. AuBerdem fallt auf, dass die Partialsummen mit
ungeraden Indizes S2,_1 anscheinend monoton fallen und diejenigen mit
geraden Indizes Sz, monoton wachsen. Dies konnen wir allgemein leicht
nachrechnen. Fur alle n € N gilt namlich

302



34.1 Einstiegsbeispiel: Konvergenz der alternierenden harmonischen Reihe

Sont1 — Son—1 = Z e

k k
k=1 k=1
B (1 B l N l B (7]>2n (_1)2n+1 (_1)2n+2)
2 3 2n —1 2n 2n +1
1 1 (—1)%"
—(1—-Z4 = —
( 2 * 3 2n—1 )
(_1)2n+1 (_1)2n+2
o 2n+ 1
_ 1 1
T 2n+1  2n
1
2 1> — <
J ntlz IL§271,+172H
<0,
_1y2n+3 _1\2n+42
d.h. S2ny1 < S2,—-1.Und ganz analog Szn42 — Son = ( er)wz + 4 21,1“ =

—5n5 + 3 = 0,d.h. Sonio > San. Damitist (S2,—1) monoton fallend und
(S2r) monoton steigend.

Wenn wir zeigen kdnnten, dass (S2,—1) nach unten und (S2,) nach oben
beschrankt sind, dann waren beide (Teil-)Folgen nach dem Monotoniekrite-
rium konvergent. Nun sind aber alle ungeraden Partialsummen durch die
geraden Partialsummen nach unten und umgekehrt alle geraden durch die
ungeraden nach oben beschrankt, denn far allen € N gilt

(- _ (=)

Son_1 — S = — = =— >0
-t n 2n 2n on —

und damit Sa,—1 > San, bzw. S2,, < San—1. Insbesondere gilt daher Sa, 1 >
Son > So = % und Sz, < San—1 < 51 = 1. Alsoist (S2,,—1) nach unten durch
1 und (S2,) nach oben durch 1 beschrénkt.

Nach dem Monotoniekriterium sind somit (S2,—1) und (S2,) konvergent.

Wir sind aber noch nicht fertig! Zum einen muissen wir zeigen, dass beide
Teilfolgen gegen denselben Grenzwert konvergieren und zum anderen, dass
daraus auch die Konvergenz von (S,,) folgt.
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Sei also liMmy o S2n—1 = S und liMm, 00 S2n, = S’. Wir missen nun zeigen,
dass beide Grenzwerte gleich sind, also dass S = S’ gilt. Dies lasst sich
aber schnell erledigen. Einerseits ist ndmlich mit der Summenregel flr
Grenzwerte

S — S, = lim Sgn71 — lim Sgn = lim (Sznfl — Szn).
n—oo

n— o0 n— oo

Andererseits haben wir oben Sz,—1 — S2n, = ﬁ gezeigt. Damitist nun

lim (Szn_l — Szn) = lim i =0.

n— oo n—oo 2N

Alsoist S — S’ =0und daher S = 5'.

Nun muissen wir noch zeigen, dass (S, ) ebenfalls gegen S konvergiert. Dazu
mussen wir die Definition der Konvergenz benutzen, d.h. wir mlssen zeigen

Ve > 03N € NVn > N :|S, — S| <e.
Wir wissen aber bereits
Ve > 03IN1 € NVn > Ny : [S2n—1 — S| <€
Ve > 03N, € NVn > Ny : |S2, — S| < ¢,

daja (S2n—1) und (S2,) gegen denselben Grenzwert S konvergieren. Setzen
wir nun N = max{2N; — 1,2N,}, so folgt unmittelbar

Ve > 03N € NVn > N :|S, — S| <e.

Frage

Verstandnisfrage

Warum reicht N = max{N1, N2} nicht aus? Die Aussage Ve > 03N; €
NVn > Np : |S2n—1 — S| < € bedeutet, dass ab dem Folgenglied San, —1
fur alle ungeraden Folgenglieder von (S,,) die Ungleichung |S,, — S| < e
erfulltist.

Analog bedeutet Ve > 03N> € NVn > N : |Sa, — S| < ¢, dass ab dem
Folgenglied San, flr alle geraden Folgenglieder von (S,,) die Ungleichung
|Sn — S| < eerfilltist.

Da nun aber2N1 —1 > Ny und 2Nz > N» gilt, missen die Ungleichungen
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34.2 Verallgemeinerung der Beweisidee fiir das Leibniz-Kriterium

naturlich noch nicht ab den Folgengliedern Sn, bzw. Sy, gelten.

34.2 Verallgemeinerung der Beweisidee fiir das
Leibniz-Kriterium

Die Frage ist nun, inwiefern wir den gerade geflihrten Beweis fur die Konver-
genz der alternierenden harmonischen Reihe verallgemeinern kénnen, um
ein allgemeines Konvergenzkriterium flir alternierende Reihen zu erhalten.
Dazu mussen wir uns klar machen, welche Eigenschaften der alternierenden
harmonischen Reihe wir fur den Konvergenzbeweis herangezogen haben.

e Zum einen wissen wir, dass die nichtnegative Koeffizientenfolge ohne
das alternierende Vorzeichen (bx) = (+) monoton félit. Daraus hat sich
dann die Monotonie und die Beschranktheit der beiden (Teil-)Partialfolgen
(S2n—1) und (S2,) und damit deren Konvergenz ergeben.

 Zum anderen haben wir davon Gebrauch gemacht, dass (bx) = (1) eine
Nullfolge ist. Daraus konnten wir schlieBlich folgern, dass (S2,—1) und
(S2n) und damit auch (S,) gegen denselben Grenzwert konvergieren.

Mehr Eigenschaften der alternierenden harmonischen Reihe hatten wirim
Beweis oben nicht verwendet. Genau das sind auch die Voraussetzungen fur
das Leibniz-Kriterium:

Satz

Leibniz-Kriterium

Sei (bk)ken eine nichtnegative monoton fallende Folge reeller Zahlen mit
limk— oo b = 0, dann konvergiert die alternierende Reihe > 3>, (—1)F by,

Erklarung

Leibniz-Kriterium

Fir den Beweis mussen wir nun nur noch einmal den Beweis, den wir fur
die Konvergenz der alternierenden harmonischen Reihe gefuihrt haben,
far eine allgemeine alternierende Reihe mit denselben Eigenschaften
durchflhren.
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Beweis
Leibniz-Kriterium

Erneut missen wir die Konvergenz der Partialsummenfolge (S») = (31 _, (—

zeigen.

Beweisschritt 1: (S2,—1) ist monoton fallend und (S2,) monoton steigend,
denn firn € N gilt

2n+1 2n—1
Sant1 — Sano1 = i (D) = > (=) b

k=1 k=1

=(b1—ba+bz—...+ (71)2"1)2,771

F (=12 g 4 (1) by i)
—(by —ba+b3 — ...+ (—=1)*"ban_1)
= (—=1)"bons1 + (1) oy

= bant1 — ban

L b2nt1 < ban

<0,

und analog Sani2 — San = (—=1)*"3bayio + (=1)*"2bapy1 = —bonyo +

bany1 > 0.

Beweisschritt 2: (S2,_1) ist nach unten und (S2,,) nach oben beschrankt,
denn firn € Ngilt

Son—1 — Son = (=1)""?bay, = ban > 0

Damit ist Szn_l 2 Sgn 2 SQ = bl — b2 sowie Szn S Szn_1 S 51 = b1

Nach dem Monotoniekriterium konvergieren somit die Partialsummen-
folgen (S2n—1) und (S2x).

Beweisschritt 3: (S2,—1) und (S2r,) konvergieren gegen denselben Grenz-
wert. Sei limy, o0 S2n—1 = S und lim,_o S2,, = S’. Da wir in Beweis-
schritt 2 die Konvergenz beider Folgen gezeigt haben, konnen wir die
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34.3 Alternativer Beweis

Summenregel flr Grenzwerte anwenden. Es folgt

S — S/ = lim SQn—l — lim Sgn = lim (SQn—l — Szn)
n—oo

n—r00 n—o00

Andererseits gilt

lim (52n71 — Szn) = lim by, =0,

n—o0 n—oo
da (by) eine Nullfolge ist und damit auch die Teilfolge (bay,). Alsoist S = 5.

Beweisschritt 4: (S,,) konvergiert ebenfalls gegen S.Da (S2n,—1) und (Szx)
gegen S konvergieren, gilt

Ve > 03IN1 € NVn > Ny : [Son—1 — S| <e
Ve > 03Ny € NVn > Na : [San — S| < €
Setzen wir nun N = max{2N; — 1,2N,}, so folgt
Ve >03IN € NVn > N :|S, — S| <e

Also konvergiert die Reihe >3% | (—1) 1.

34.3 Alternativer Beweis

Alternativ lasst sich das Leibniz-Kriterium auch mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums
beweisen.
Beweis
Leibniz-Kriterium
Um das Cauchy-Kriterium anwenden zu kdnnen, mussen wir zeigen, dass
unter den Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums gilt

n

Z (71)k+1bk

k=m

Ve >03dN e NVn>m > N : <e.

Zunachst betrachten wir nur ungerade m und schatzen fur diese die
Summe > 7_ (—1)**'by ab. Zum einen ist
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n

DD b = (=)™ o + (1) bt + (1) bz + (= 1) s +

k=m

| mungerade = m + 1 gerade = m + 2 ungerade usw.

bn, falls n ungerade,
:bm_bm+l+bm+2_bm+3+---+ g
(=bn) fallsn gerade

| Assoziativgesetz

bn falls n ungera
- bm - b'm + an - b'rn + o +
( ) (b +9) {(bnl —by) fallsn gerade

| (bx) monoton fallend = by — b1 > 0

bn falls n ungerac
~—~
>0
( 1)+ (bt +) (bp—1 — byn) falls n gerade
>0 >0 —_—
>0

> 0.

Zum anderen gilt
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34.3 Alternativer Beweis

n

> =D b = (1) b + (1) Pbiir + (=) b + (1) bgs +

k=m

l mungerade = m + 1 gerade = m + 2 ungerade usw.
:bm_bm+l+bm+2_bm+3+~“+{

| Assoziativgesetz

—(by_ 1 —
= bm - (bm+1 - (berZ) - (berB - bm+4) +...+ { l() !
| (bx) monoton fallend = by — bry1 >0
_(bn—l - bn)
| ——t
=bm —(bmt1 — bm12) —(bmys — bmya) +... + , <0
<0 <0 -
<0

< bm.
Die beiden Ungleichungsketten zusammen ergeben |Zzzm(—1)k“bk| =
SR (1) by < by, = by flir ungerade m.
Ganz analog erhalten wir fur gerade m die beiden Ungleichungen

n

SO DM <ound Y (D) b < by,

k=m k=m

woraus sich fiir gerade m ebenfalls |7 (—=1)""by| < |bm| ergibt. Also
gilt die Ungleichung fur alle m € N.

Nun war aber nach Voraussetzung (bx) eine Nullfolge, d.h. Ve > 03N €
NVm > N : |bn| < e. Mit der gerade gezeigten Ungleichung folgt daher

n

Z (—1)** b,

k=m

Ve >03dN e NVn>m > N : <€
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Kapitel 34 Leibniz-Kriterium

Also konvergiert die Reihe ">, (—1)¥*'b; nach dem Cauchy-Kriterium.

34.4 Anwendungsbeispiel

Beispiel
Verallgemeinerte alternierende harmonische Reihe

(_1)k+1
ko

Die verallgemeinerte alternierende harmonische Reihe >~/ | kon-

vergiert fur alle o > 0 nach dem Leibniz-Kriterium, denn es gilt

. bkzk% >0furallek € N.

(R+D)*>k>
¢ b1 = gope < = furalle k € N, also ist (bx) monoton fallend.

o liMmg oo b = limMg 00 ,%a = 0, also ist (b) eine Nullfolge.

34.5 Anmerkungen zum Leibniz-Kriterium

« Natlrlich gilt das Leibniz-Kriterium auch fiir Reihen der Form 3°5° | (—1)"by.
Denn diese unterscheiden sich nur durch die "umgedrehten” Vorzeichen.
Der Beweis funktioniert ganz analog mit vertauschten Rollen von (S2n—1)
und (San).

* Ebenso gilt es fiir Reihen der Form 3°7° ((—1)b, oder 3°77 (—1)*" by
Lass dich durch Indexverschiebungen nicht aus der Ruhe bringen!

* Beachte, dass aus dem Leibniz-Kriterium nur die Konvergenz und nicht
die absolute Konvergenz der Reihe folgt. Wie oben schon erwahnt, gibt es
viele konvergente alternierende Reihen, die nicht absolut konvergieren.

Ein Standardbeispiel ist wieder die alternierende harmonische Reihe
(_1)k+1

21?;1 k

e Im Gegensatz zu manch anderem Konvergenzkriterium kann aus dem
Leibniz-Kriterium nie die Divergenz einer Reihe gefolgert werden. Besitzt
eine Reihe nicht alle Eigenschaften, die das Kriterium fordert, heiBt das
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34.6 Anwendungsaufgabe

nicht, dass die Reihe divergieren muss. Das Leibniz-Kriterium ist in diesen
Fallen nicht anwendbar.

¢ SchlieBlich lasst sich das Leibniz-Kriterium erweitern auf den Fall, dass
(bk)ken eine nicht-positive, monoton steigende Nullfolge ist. Der Beweis
funktioniert ganz analog. Fassen wir beide Falle zusammen, so konvergiert
die Reihe >°7° | (—1)**1by, falls (b )ren eine monotone Nullfolge ist.

34.6 Anwendungsaufgabe

Ubung
Leibniz-Kriterium

Ist die Reihe 3¢ | (—1)*+? W\/El konvergent?
Losungsweg
Leibniz-Kriterium

Um das Leibniz-Kriterium anwenden zu konnen, missen wir zeigen, dass

die nichtnegative Folge (bx) = (k—‘ffl) eine monoton fallende Nullfolge ist.

Dies erledigen wir in zwei Schritten.

1. Wir zeigen: (bx) ist monoton fallend, d.h. bx11 < bi. Dazu ist es oft
leichter, eine der beiden aquivalenten Aussagen b;;:1 < 1oderbg41 —

br < 0zu zeigen. Wir zeigen die Aussage Uber den Quotienten b’;% <L

2. Wir zeigen: (bx) ist eine Nullfolge, d.h. limi_ o bx = 0. Dies zeigen wir
mit Hilfe der Grenzwertsatze fur Folgen.

Beweis
Leibniz-Kriterium

Fiir (by) = (rﬁ) gilt by, > 0, sowie

Beweisschritt 1: b};:l <1
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Kapitel 34 Leibniz-Kriterium

brt1  TEo
b T VE

_ Vk+ 1(k+1)
VE(k +2)

AV EF1)(E+1)2

B k(k + 2)2

VR 3RE 43kt 1
VK T 4% + 4k

7\/k3+3k2+3k+1

k3 + 4k? + 4k

Nun ist die Wurzelfunktion streng monoton steigend. Daher ist sie genau
dann kleiner oder gleich 1, wenn der Ausdruck unter der Wurzel kleiner

oder gleich 1 ist. Nun gilt aber

k* 43k +3k+1 _

E+3k2+3k+1

k3 + 4k? + 4k

k3 +3k2 + 3k + (k% + k)
| +k>1

k3 4+ 3k +3k+1
— k34+3k2+3k+1

=1

Also gilt b’;% < 1,und damit ist (bx) monoton fallend.

Beweisschritt 2: limg_oo by =0
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34.6 Anwendungsaufgabe

lim by = lim Vk_
k—o0 k_k%ook—‘rl

l Vk im Nenner ausklammern

~im YR
koo VE(WVE + )

l vk kiirzen

. 1
_’JI—EEO\/E+ﬁ

l k|l_>rT;o % = 0 und Grenzwertsatze benutzen
=0

Damit ist (bx) eine Nullfolge.

Frage

Zusatzfrage

Konvergiert die Reihe absolut? Nein,denn .7 | (—1)’“‘*‘1167\151 =3, T\fl
divergiert. Es gilt namlich

Vo
kE+1 "~ k

B

k

_|_

o o o
w‘“ S‘H w‘§
ol

AV

und Y32, 5 divergiert.

Daher divergiert die Reihe nach dem Minorantenkriterium.
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Kapitel 35

Anwendung der
Konvergenzkriterien

Viele Dozenten stellen gerne Aufgaben, in denen die Konvergenz oder Di-
vergenz einer Reihe bewiesen werden muss. Auf dieser Seite sammeln wir
einige Tipps und Tricks, die dir bei solchen Aufgaben helfen. Sie zeigen auch
exemplarisch, wie erfahrene Mathematiker Konvergenzaufgaben angehen.
AnschlieBend werden wir diese Vorgehensweisen an mehreren Anwendungs-
beispielen veranschaulichen.

35.1 Tipps zur Bestimmung des
Konvergenzverhaltens

Trivialkriterium Uberpriifen

Uberprife zunachst, ob du das Trivialkriterium anwenden kannst. Dieses
besagt, dass jede Reihe ;2 | ax, bei der die Folge (ax)ren nicht gegen null
konvergiert, divergieren muss. Bestimme also zunachst den Grenzwert von
(ak)rken. Wenn dieser Grenzwert nicht existiert oder wenn dieser Grenzwert
ungleich null ist, dann divergiert die Reihe >_;7 | ax. Es kann allerdings
vorkommen, dass die Bauart der Folge (ax)ren zu kompliziert ist, um das
Konvergenzverhalten ohne groBen Aufwand feststellen zu kénnen. In die-
sem Fall missen wir auf die anderen Konvergenzkriterien zurlckgreifen.
Ist (ar)ren eine Nullfolge, so mlssen wir ebenfalls ein anderes Kriterium
anwenden.
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35.1 Tipps zur Bestimmung des Konvergenzverhaltens

Quotientenkriterium

Bei Reihen der Form > 72 | 2t |ohnt sich oft eine Uberprifung mit dem

by
k41
Quotientenkriterium. Wenn limsup, _, b%%l = limsup,_, Z}’:Illabz
1, dann konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium absolut. Ist
lim infi_oco Z:I% > 1,danndivergiert die Reihe. Gilt jedoch lim infs_, 00 Z::Si =
1=limsup, Zfills’; , so ist keine Konvergenzaussage méglich und wir

mussen andere Konvergenzkriterien in Betracht ziehen.

Wurzelkriterium bei Reihen liber Potenzen

Bei einer Reihe iiber einer Potenz der Form 3_3° | af oder 372 | af istoft das
Wurzelkriterium hilfreich. Dieses besagt, dass die Reihe absolut konvergiert,

wennlimsup,_, _ {/]af| = limsup,_,_|ak| < Lbzw.limsup, ,  {/|ak’| =
limsup,_,. |af| < List.Istlimsup,_, _ |ax| > 1 bzw.limsup,_, _ |af| > 1,
so divergiert die Reihe. Konvergiert die Folge (ax)ren bzw. (af)ren, SO gelten
die entsprechenden Aussagen mit lim, statt lim sup. Ist der Limes Superior
gleich 1, dann ist das Wurzelkriterium, genau wie das Quotientenkriterium,
nicht anwendbar.

Leibnizkriterium bei alternierenden Reihen

Bei alternierenden Folgen kann oft das Leibniz-Kriterium angewandt wer-
den. Dieses besagt, dass jede Reihe der Form >_7° | (—1)*ay, oder der Form
S, (=1)*ay konvergiert, wenn die Folge (ax)ren eine monoton fallen-
de Nullfolge ist. Wichtig ist, dass beide Eigenschaften (monoton fallend
und Nullfolge) erflllt sind. Ist (ar)ren keine Nullfolge, so divergiert die Reihe
nach dem Trivialkriterium. Ist (ax)ren eine Nullfolge, jedoch nicht monton
fallend, so kann die Reihe konvergieren oder divergieren. Dies muss mit
einem der anderen Kriterien Uberprift werden. AuBerdem mussen wir be-
achten, dass wir mit dem Leibniz-Kriterium nur die Konvergenz und nicht
die absolute Konvergenz der Reihe folgern konnen. Diese muss zusatzlich
noch gezeigt bzw. widerlegt werden. Oftmals ist das mit dem Majoranten-
bzw. Minorantenkriterium maglich.
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Kapitel 35 Anwendung der Konvergenzkriterien

Majoranten- und Minorantenkriterium

Die beiden Kriterien lassen sich haufig bei Reihen der Form >~ 2 | % an-

wenden, wobei P und @ Polynomfunktionen sind. Das Quotienten- sowie
das Wurzelkriterium versagen bei Reihen dieser Form. Als Majorante eignet
sich haufig die konvergente Reihe 37, k% und als divergente Minorante
die harmonische Reihe > 77 % Ansonsten ist auch jede Reihe Y 77 | 1%@
mit & > 1 als Majorante und jede Reihe > 72 | k% mit o < 1 als Minorante
geeignet. Um eine geeignete Majorante zu finden, mussen wir den Zahler
P(k) nach oben und den Nenner Q(k) nach unten abschétzen. Um eine ge-
eignete Minorante zu finden, funktioniert es genau umgekehrt. Als Anhalts-
punkt, ob die Reihe konvergiert oder divergiert, gilt die folgende Merkregel:
Ist grad(P) < grad(Q) — 1, so konvergiert die Reihe und wir kdnnen das
Majorantenkriterium anwenden. Gilt hingegen grad(P) > grad(Q) — 1, so
divergiert die Reihe. In diesem Fall konnen wir das Minorantenkriterium
anwenden. Dabei bezeichnet grad(P) bzw. grad(Q) die groBte Potenz des
Polynoms P bzw. Q.

35.2 Anwendungsbeispiele
Anwendungsbeispiel 2
Als nachstes sehen wir uns die Reihe

kk
k2

NgE

k=1

kk
(ak)keN = (2?)
keN

Diese Folge ist eine Nullfolge. Dies ist nicht so offensichtlich, wird aber klar,

wennwirax = 21“? = (%)k schreiben. Bedenken wir nun, dass limg_, o 2% =

Oist,sofolgtauch limg_co ar = liMg_ oo (2%)" = 0.Alternierend ist die Folge

wieder nicht, da alle Glieder positiv sind. Es handelt sich wieder um eine Quo-
2

tientenfolge. Allerdings besteht der Nenner aus dem Term 2¥". Durch Ziehen

der k-ten Wurzel vereinfacht sich dieser zu 2*. Ebenso vereinfacht sich der

an. Hier ist
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35.2 Anwendungsbeispiele

Zahler nach dem Wurzelziehen. Daher wenden wir hier das Wurzelkriterium
an. Es gilt

Lk
W: y ok?
— ke k i
— VN2
_k
2k
Wegen

. k
Jim 95 =0<1

konvergiert die Reihe >~ , 2’“:2 nun (absolut).

Anwendungsbeispiel 3

Als Drittes untersuchen wir die Reihe

i (="

k—1
k=1

V]

auf Konvergenz. Wieder ist

(aJuen = (2(]:1—)kl>kew

eine Nullfolge. Denn limy o |ak| = liMi—o0 577 = 0. Da die Folge alternie-

rend ist, bietet sich das Leibniz-Kriterium an. Die Nullfolgeneigenschaft von
(bk)ken = (ﬁ) haben wir uns schon Uberlegt. Als nachstes miissen
kEN

wir Uberprufen, ob (bx)kenw auch monoton fallend ist. Es gilt fur alle k € N:

2k +1>2—1

1 < 1
2k+1 — 2k—1
N~ =
=apy1 =ay
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Kapitel 35 Anwendung der Konvergenzkriterien

(=D
2k—1
konvergiert. Wir missen sie nun noch auf absolute Konvergenz untersuchen.

.. . 1)k
Dazu (iberlegen wir, ob 3°7° | |10

allerdings nicht konvergieren, denn es gilt

. 1 . . H o0
Alsoist (m) ren eine monoton fallende Nullfolge und die Reihe > - |

_ oo 1 . .
=Y 11 5n—7 konvergiert. Diese kann

1 > 1

—-1< - il
2k *Zk{:)%fl*%

Da die harmonische Reihe Zz‘;l% divergiert, divergiert auch die Reihe
> 5% = Y, & - £.Nach dem Minorantenkriterium divergiert somit die

k
Reihe 35° , 5727 Unsere Reihe 352 | -2 konvergiert daher nicht absolut.

Anwendungsbeispiel 5

Als Letztes betrachten wir noch die Reihe

> (743)
k=1
Dieses Beispiel soll veranschaulichen, dass bei alternierenden Reihen nicht
immer zwangslaufig das Leibniz-Kriterium angewendet werden kann. Der
Grund liegt in diesem Fall darin, dass die Koeffizientenfolge (ax)ren mit

ap = (—1)F (kiﬂ) keine Nullfolge ist. Es gilt namlich

= Jis =1
k+1 1+% 140

lax] =

Also ist (|ax|)ken keine Nullfolge und damit gilt dies auch fur (ax)xken. Die
Reihe 337, (—1)F (ﬁ) divergiert daher nach dem Trivialkriterium.
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Stetigkeit von
Funktionen



Kapitel 36

Folgenkriterium

36.1 Motivation und Herleitung

Erste Beispiele

-1

Die Signum-Funktion sgn(x) (89)

Betrachte den Grenzwert lim, . exp (1).In der Schule wiirde man diesen
Grenzwert folgendermaBen ausrechnen:

. 1\ .
Jmee () =exe (fim

1
l lim — =0
n—oo N

= exp(0)
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36.1 Motivation und Herleitung

Diese Rechnung ergibt intuitiv Sinn: Wenn £ — 0, dann sollte exp () —
exp(0) sein. Doch kdnnen wir so argumentieren? Ist es erlaubt, den Limes in
die Funktion reinzuziehen? Betrachte hierzu die Vorzeichenfunktion sgn(z),

welche das Vorzeichen von x zurlckgibt:

1 z >0
sgn(z) =¢0 =0
-1 <0

Wegen = > 0 gilt:

n— oo n—oo M

lim sgn(+) = lim 1=130=sgn(0) = sgn ( lim l)

Alsoistlim, o0 sgN (£) # sgn (limnu o0 ). Dies zeigt, dass man den Limes
nicht ohne Weiteres in eine Funktion hineinziehen kann. Im Funktionsplot
sieht man, warum dies bei exp(z), jedoch nicht bei sgn(z) méglich ist. Bei
exp(z) konvergiert namlich die Folge (exp ( ))neN gegen exp(0), wenn n —

1
n

oo geht:

im exp(2) = exp(lim

Bei der Vorzeichenfunktion gibt es einen Sprung im Graphen bei z = 0, und

deswegen konvergiert die Folge (sgn (;)),, . Nicht gegen sgn(0):
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-
-

sgn(lim ) = sgn(0

Wir stellen fest: Es gibt Funktionen, bei denen der Limes hineingezogen
werden kann, und Funktionen, bei denen es nicht (immer) geht.

Herleitung des Folgenkriteriums

Fassen wir das bisher Gefundene zusammen:
Wenn eine Funktion f : D — R an der Stelle x € D einen Sprung besitzt,

gibt es mindestens eine Folge (2 )nen VOn Argumenten mit limy, o0 £, =
zund limnoe f(xn) # f(2).

Sprich: Im Fall eines Sprungs an der Stelle z € D gilt limpu— o0 f(zn) #
f(x) = f(lim,5o x,) fUr mindestens eine Folge (z,)nen VOn Argumenten
mit Grenzwert . Nun ist nach unserer Intuition eine Funktion genau dann
unstetig an einer Stelle, wenn ihr Graph dort einen Sprung macht. Wir kénnen
also definieren:
Der Graph einer Funktion f : D — R ist unstetig an der Stelle x € D, wenn
es mindestens eine Folge (z,)nen VOn Argumenten mit lim, oo T, = x
und limy oo f(zn) # f(z) gibt.

Um die Definition der Stetigkeit an einer Stelle zu finden, missen wir die
Negation der obigen Aussage nehmen. Nach dieser Uberlegung kénnen wir
uns die Stetigkeit an einer Stelle als Abwesenheit eines Sprungs an der
betrachteten Stelle vorstellen, und wir erhalten:

Eine Funktion f : D — R ist an der Stelle x € D stetig, wenn fur alle
Folgen (zn)nen aus D mit limy o0 2, = x gilt:

fim f(o) = 1) = £  fim =)
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36.2 Definition

Bei Stetigkeit einer Funktion an einer Stelle kann der Limes hineingezogen
werden, wenn die Argumentenfolge gegen diese Stelle konvergiert. Diese
Definition der Stetigkeit ist das Folgenkriterium der Stetigkeit. Nun ist eine
Funktion genau dann stetig, wenn sie an jeder Stelle ihres Definitonsbereichs
stetig ist. Damit erhalten wir flr die Stetigkeit einer Funktion:

Eine Funktion f : D — R ist stetig, wenn flr alle konvergenten Folgen
(n)nen gilt limy oo f(2) = f(liMmy—oeo ). Dabei mlssen alle Folgen-
glieder x,, und der Grenzwert lim, . z,, Elemente des Definitionsberei-
ches D von f sein, damit die Gleichung lim, o f(zn) = f (liMn—00 Tn)
Sinn ergibt.

Wir konnen zusammenfassen: Bei einer stetigen Funktion kann man den
Limes in die Funktion hineinziehen —unabhangig vom Grenzwert der Argu-
mentenfolge. Weil beispielsweise die Exponentialfunktion stetig ist, kann
man immer den Limes in diese Funktion hineinziehen. Die Vorzeichenfunkti-
on ist bei z = 0 unstetig, und damit kann der Limes nicht in die Funktion
gezogen werden, wenn die Argumentenfolge gegen null konvergiert.

36.2 Definition

Erklarung des Folgenkriteriums der Stetigkeit. (YouTube-Video vom Kanal
Quatematik ) (92)

Im obigen Abschnitt haben wir bereits die Definition der Stetigkeit kennen-
gelernt. Hier haben wir festgelegt:
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Kapitel 36 Folgenkriterium

Definition
Folgenkriterium der Stetigkeit an einer Stelle

Eine Funktion f : D — R mit D C R ist stetig an der Stelle xo € D, wenn
fur alle Folgen (n)neny MitVn € N: z, € Dund lim,_ o zn = xo gilt:

lim f(zn) = f ( lim mn) = f(zo)
n—oo n—oo

Darauf aufbauend haben wir definiert, dass eine Funktion stetig ist, wenn
sie an jeder Stelle stetig ist:

Definition
Folgenkriterium der Stetigkeit
Eine Funktion f : D — R mit D C R ist stetig, wenn firalle x € D und fur
alle Folgen (zn)ney MitVn € N: z, € Dund lim, o zn = z gilt:

lim f(en) = £ (lim @) = f(2)

n—o0 n—o0
Stetigkeit garantiert uns also, dass wir den Limes in die Funktion hineinzie-
hen konnen. Dies kann die Grenzwertberechnung ungemein vereinfachen,

und somit ist Stetigkeit ein Konzept, auf das man bei Grenzwertberechnun-
gen stofBt.
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Kapitel 37

Epsilon-Delta-Kriterium

Das Epsilon-Delta-Kriterium ist neben dem Folgenkriterium eine weitere
Variante, die Stetigkeit einer Funktion zu definieren. Sie umschreibt die cha-
rakteristische Eigenschaft stetiger Funktionen, dass hinreichend kleine
Anderungen des Arguments beliebig kleine Anderungen im Funktionswert
verursachen.

37.1 Motivation

Zu Beginn des Kapitels haben wir gelernt, dass die Stetigkeit einer Funktion
zumindest vereinfacht als Abwesenheit von Spriingen interpretiert werden
kann. An einer stetigen Stelle andern sich die Funktionswerte also beliebig
wenig, wenn nur das Argument hinreichend wenig geandert wird. Es gilt also
f(z) = f(xo), wenn z hinreichend nah an z¢ liegt. Solche Funktionswerte
f(z) kdnnen zur Anndherung von f(zo) herangezogen werden.

Stetigkeit bei Approximation von Funktionswerten

Hat eine Funktion keine Spriinge, kann man ihre Funktionswerte durch
umliegende Werte approximieren. Fir diese Anndherung und somit auch
flr den Beweis der Stetigkeit verwenden wir das Epsilon-Delta-Kriterium
stetiger Funktionen. Doch was bedeutet das genau?

Nehmen wir an, wir fiihren ein Experiment durch, bei dem wir die Lufttempe-
ratur messen wollen. Sei f die Funktion flir den Temperaturverlauf. f(x) ist
also die Temperatur zum Zeitpunkt z. Aufgrund eines technischen Fehlers

325


https://de.wikibooks.org/wiki/Mathe%20f%C3%BCr%20Nicht-Freaks:%20Stetigkeit%20von%20Funktionen

Kapitel 37 Epsilon-Delta-Kriterium

fehlt uns ein bestimmter Wert f(z¢), den wir nun moglichst genau approxi-
mieren wollen:

f(o)

Zo

Durch den technischen Fehler war die direkte Messung von f(zo) nicht
moglich. Weil sich der Temperaturverlauf kontinuierlich andert und es damit
insbesondere zum Zeitpunkt g keinen Sprung im Temperaturverlauf gibt,
kénnen wir ersatzweise die Temperatur zeitnah an zo bestimmen. Wir ndhern
also den Wert f(zo) an, indem wir eine Temperatur f(z) bestimmen, bei der
der Zeitpunkt = nah an zo liegt. f(x) ist dann eine Annaherung von f(zo).
Wie nah muss hierzu x an xg liegen?

Nehmen wir an, dass sich flr die spatere Auswertung die gemessene Tempe-
ratur maximal um den Fehler e = 0,1 °C von der tatsdchlichen Temperatur
unterscheiden darf. Unser Messwert muss sich also im grau hinterlegten
Bereich der folgenden Grafik befinden. Das sind alle Punkte, deren Funkti-
onswerte zwischen f(zo) — e und f(zo) + € liegen, die sich also im offenen
Intervall (f(zo) — €, f(xo) + €) befinden:

f(zo) +e
f(o)
flwo) —€

Zo

In der Graphik sehen wir, dass es um xg einen Bereich gibt, in dem sich die
Funktionswerte maximal um e von f(zo) unterscheiden. Es gibt also einen
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37.1 Motivation

Zeitabstand d, so dass alle Funktionswerte mit Argumenten im Intervall
(zo — d,xz0 + 0) im grau hinterlegten Bereich liegen:

f(@o) +e
f(wo)
f(wo) —€
A

zo—0 To To+ 6

Es ist also moglich, unseren gesuchten Wert f(zo) ausreichend gut (sprich
mit einem Maximalfehler von €) zu approximieren. Wenn wir namlich einen
Zeitpunkt = mit einem Abstand von z¢ kleiner als den Zeitabstand ¢ wahlen,
so ist der Abstand von f(z) zu f(zo) kleiner als der geforderte Maximalab-
stand e. Wir kdnnen so f(z) als Anndherung von f(zo) wahlen.

Zusammenfassung: Es gibt ein § > 0, so dass der Abstand |f(z) — f(zo)|
kleiner als € fir |z — xo| kleiner als § ist. Also: |z — zo| < § = |f(z) —

fzo)| <€

Erhohte Anforderungen an die Approximation

Was passiert, wenn wir bei unserer Messung aufgrund erhohter Anforderun-
gen an die Auswertung den Temperaturwert besser kennen missen? Was ist,
wenn beispielsweise der geforderte Maximalfehler der Temperaturmessung
nun ez = 0,05 °C und nicht mehr e = 0,1 °C ist?

f(mo) + e
f(zo)
f(zo) — €

1

To
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Auch in diesem Fall gibt es einen Bereich um zg, in dem sich die Funktions-
werte weniger als ez von f(zo) unterscheiden. Es gibt also ein d2 > 0, so dass
sich f(xz) um maximal ez von f(z0) unterscheidet, wenn |z — zo| < d2 ist:

f(mo) + e

f(zo) f--mmmmmmmmmee- 7,’- |
f(zo) — €2 ;

—

z0—02 T Zo+02

Egal wie klein e gewahlt wird, es kann wegen des kontinuierlichen Tempe-
raturverlaufes immer ein § > 0 gefunden werden, so dass sich f(z) um
maximal e von f(zo) unterscheidet, wenn der Abstand von = zu z kleiner
als d ist. Es gilt:

Egal welchen Maximalfehler e > 0 wir vorgeben, es gibt immer einen Be-
reichum xg in der Form (zo—9d, xo+4d) mitd > 0,in der die Funktionswerte
einen Abstand kleiner als e von f(z¢) entfernt liegen.

Der obige Umstand ist deswegen erfullt, weil die Funktion f bei z¢ kontinu-
ierlich verlauft und keinen Sprung macht oder — anders formuliert — weil die
Funktion f an der Stelle zq stetig ist. Es gilt sogar mehr: Dieser Umstand cha-
rakterisiert auf eine formale Art die Tatsache, dass es bei xg keinen Sprung
im Funktionsgraphen von f gibt. Wir konnen ihn also als formale Definition
der Stetigkeit nutzen. Wegen der auftretenden Variablen e und ¢ wird diese
Definition das Epsilon-Delta-Kriterium der Stetigkeit genannt.

Epsilon-Delta-Kriterium der Stetigkeit
Warum gilt das Epsilon-Delta-Kriterium genau dann, wenn der Funktions-
graph an der entsprechenden Stelle keinen Sprung macht (also an dieser

Stelle stetig ist)? Am Beispiel des Temperaturverlaufs konnten wir intuitiv
nachvollziehen, dass das Epsilon-Delta-Kriterium bei stetigen Funktionen
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37.1 Motivation

erflllt ist. Ist es auch so, dass bei Spriingen an einer Stelle im Funktions-
graphen das Epsilon-Delta-Kriterium nicht erfullt ist? Nehmen wir nun hy-
pothetisch an, dass der Temperaturverlauf an der Stelle zg einen Sprung
macht:

f(zo)

Sei nun e ein Maximalfehler, der kleiner als die Sprungweite ist:

f(@o) +e
f(wo)
f(wo) —€
A

Dann kénnen wir keinen §-Bereich (xzo — d, o + ) um zo finden, in dem alle
Funktionswerte einen Abstand kleiner als € von f(zo) besitzen. Wenn wir
beispielsweise das folgende § wahlen, dann gibt es ein x zwischen zg — §
und zo + J, welches einen Abstand groBer als e von f(xo) besitzt:

f(wo) +e¢ —
f(zo)

flzo) —€
—

zo— 0 o T xTo+o

329



Kapitel 37 Epsilon-Delta-Kriterium

Auch wenn wir ein kleineres d2 wahlen, findet sich ein x € (zo — d2, 0 + J2)

mit |f () — f(z0)| > e

f(wo) +e¢ ;

Flzo) [ e )

fla)—e L
A

To—02 Tozxzo+ 02

Egal wie klein § ist, es gibt immer mindestens ein Argument x mit einen
Abstand kleiner als 0 von xg, dessen Funktionswert f(z) sich mehr als e um
f(xo) unterscheidet. So sehen wir intuitiv, dass das Epsilon-Delta-Kriterium
bei Springen im Graphen nicht erfullt ist. Damit charakterisiert das Epsilon-
Delta-Kriterium die Tatsache, dass der Funktionsgraph an der betrachteten
Stelle keinen Sprung macht. Es ist eine Definition der Stetigkeit. Dain diesem
Kriterium nur bereits definierte mathematische Begriffe verwendet werden,
genugt es den Anforderungen einer formalen Definition.

37.2 Definition

Epsilon-Delta-Kriterium der Stetigkeit

Erklarung des Epsilon-Delta-Kriteriums der Stetigkeit. (YouTube-Video vom
Kanal Quatematik ) (102)
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37.2 Definition

Die e-6 Definition der Stetigkeit an einer Stelle 2o im Definitionsbereich
lautet:

Definition

Epsilon-Delta-Definition der Stetigkeit

Eine Funktion f : D - R mit D C R ist genau dann stetig an der Stelle
zo € D,wenn es zu jedem e > 0 ein § > 0 gibt, so dass |f(z) — f(zo)| < €
furallez € D mit |z — zo| < d ist. f ist also genau dann in zg € D stetig,
wenn gilt

Ve>030 >0Vz € D: |z —xo| <0 = |f(z) — f(zo)] <€

Erlauterung der Quantorenschreibweise:

Ye>0 30>0 Vx € D

—— ~—— ——

Flralle e>0 gibtesein >0, so dass fir alle z€ D
e—wl<s = |F(2) — flao)| < e
— ~—~— —_—

mit Abstand von xg kleiner §  gilt , dass der Abstand von f(z) zu f(zq) kleiner als € ist

Die obige Definition beschreibt die Stetigkeit an einem Punkt. Eine Funktion
f D — R nennt man stetig, wenn sie an jedem Punkt in ihrem Definitions-
bereich nach dem Epsilon-Delta-Kriterium stetig ist.

Epsilon-Delta-Kriterium fiir Unstetigkeit

Definition

Epsilon-Delta-Definition der Unstetigkeit

Eine Funktion f : D — R mit D C Rist genau dann unstetig an der Stelle
zo € D,wenn eseine > 0 gibt, sodass es furalled > 0einxz € D mit
|z — zo| < 6 und |f(z) — f(zo)| > e gibt. f ist also genau danninzg € D
unstetig, wenn gilt

Je > 0¥ >03z € D: |z —xo| <IA|f(x) — flzo)] > €
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Erlauterung der Quantorenschreibweise:

de>0 V6 >0 drxeD
—— N—— ——
Es gibtein e>0, sodass fliralle §>0 ein x€ D existiert
|z — @0l <0 A |f(z) = f(zo)| > €
——— ~~ —

mit Abstand von xq kleiner § und der Abstand von f(z) zu f(zq) ist groBer gleich €

37.3 Erklarungen zum Epsilon-Delta-Kriterium

Die Ungleichung |z — zo| < § bedeutet, dass der Abstand zwischen z und z
kleiner als § ist. Analog ist | f(z) — f(z0)| < € gleichbedeutend damit, dass
der Abstand zwischen f(x) und f(xo) kleiner als € ist. Aus der Implikation
|z —z0] <& = |f(x) — f(xo)| < €folgt damit, dass der Abstand zwischen
f(z) und f(zo) garantiert kleiner als € ist, wenn der Abstand zwischen z und
xo kleiner als § ist. Die Epsilon-Delta-Definition der Stetigkeit kann somit
auch folgendermaBen interpretiert werden:

Egal wie klein man den Maximalabstand e bezlglich des Funktionswertes
f(z) vorgibt, gibt es ein § > 0, so dass der Abstand von f(x) zu f(xo)
garantiert kleiner als e ist, wenn x einen Abstand kleiner als § zu x besitzt.

Bei stetigen Funktionen kann man also den Fehler — sprich den Abstand
—in den Funktionswerten kontrollieren, indem man den Abstand in den
Argumenten hinreichend klein halt. Die Suche nach dem ¢ entspricht der Be-
antwortung der Frage: Wie klein muss ich den Abstand im Argument wahlen,
damit der Abstand im Funktionswert maximal e ist? Diese Frage ist durch-
aus relevant. Stell dir vor, du erhebst einen Messwert xg und berechnest
damit einen Wert f(xo) Uber eine stetige Funktion f. Dann kannst du einen
Argumentenfehler § bestimmen, der dir garantiert, dass der Endfehler der
Berechnung |f(z) — f(zo)| garantiert kleiner als € ist, wenn der Fehler im
Argument |z — zo| kleiner als ¢ ist.

Ein 6 kann nur dann gefunden werden, wenn kleine Anderungen des Argu-
ments xo kleine Anderungen des Funktionswertes f(xo) verursachen. Bei
stetigen Funktionen an der Stelle o muss also gelten:

rrzg = f(z) =~ f(xo)
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Diese Implikation muss man so lesen: Wenn x hinreichend nah an x liegt,
dannist f(x) ungefahr f(xo). Diese Tatsache kann auch mit dem Begriff der
e-Umgebung beschrieben werden:

Zu jeder noch so kleinen e-Umgebung (f(zo) — ¢, f(xo) +€) um f(zo) gibt
es eine 6-Umgebung (xo — d, zo + d) um xo, deren Funktionswerte alle in
der e-Umgebung liegen.

Diese Beschreibung wird in der Topologie weiter verallgemeinert und fihrt
zur topologischen Definition der Stetigkeit.

37.4 Visuelle Interpretation des
Epsilon-Delta-Kriteriums

Beschreibung der Stetigkeit im Graphen

Das Epsilon-Delta-Kriterium kann gut im Graphen visualisiert werden. Wir
starten hier mit der Implikation | — zo] < § = |f(z) — f(=0)] < e
Nach ihr ist der Abstand von f(z) zu f(zo) kleiner als Epsilon, wenn der
Abstand von z zu zq kleiner als § ist. Sprich: Flir z € (z9 — d,z0 + J) ist
f(z) € (f(zo) — €, f(xo) + €). Dies kann dadurch illustriert werden, dass der
Punkt (z, f(x)) im Inneren des Rechtecks (zo—d, xo+0) X (f(x0) —¢, f(x0)+€)
liegt. Dabei ist (xo— 0, zo+9) X (f(x0) —€, f(xo)+€) das Innere des Rechtecks
mit Breite 26 und der Hohe 2e um den Mittelpunkt (zo, f(z0)):

f(zo)|----------3+---- .
e{ '

Zo

Dieses Rechteck werden wir im Folgenden 2¢-26-Rechteck nennen. Der Rand
des Rechtecks gehort dabei nicht dazu. Nach dem Epsilon-Delta-Kriterium
ist die Implikation |z — 20| < d = |f(z) — f(xo0)| < € fUr alle Argumente
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x erfallt. Damit mussen alle Punkte des Graphen von f eingeschrankt auf
die Argumente im Intervall (xo — d, 2o + ) im Inneren des 2¢-25-Rechtecks
liegen (griiner Bereich in der folgenden Zeichnung) und dirfen sich nicht
oberhalb oder unterhalb des Rechtecks befinden (roter Bereich):

f(@o)|---------gr ===~ 9

o

Insgesamt kann das Epsilon-Delta-Kriterium folgendermaBen beschrieben
werden:
Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein (hinreichend kleines) § > 0, so dass der

Graph von f eingeschrankt auf (zo — d, 2o + ¢) komplett im Inneren des
2e-20-Rechtecks liegt.
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Komposition stetiger
Funktionen

Viele Funktionen sind als Verkettungen von anderen Funktionen definiert.
Die direkte Uberpriifung auf Stetigkeit mit Hilfe des Folgen- oder des Epsilon-
Delta-Kriteriums ist bei diesen Funktionen oftmals aufwandig. Jedoch kann
man beweisen, dass Verkettungen stetiger Funktionen wieder stetig sind.
Diese Verkettungssatze erleichtern den Nachweis der Stetigkeit ungemein.

38.1 Die Verkettungssatze

Die Verkettungssatze fir stetige Funktionen lauten:

Satz
Verkettungssatze

Sei D C R eine Teilmenge der reellen Zahlen und A € R eine beliebige
reelle Zahl. Seien f,g : D — R reellwertige Funktionen, dieina € D
stetig sind. Es gilt also limz—q f(2) = f(a) und limz_q g(z) = g(a). Unter
diesen Voraussetzungen sind die folgenden Funktionen stetig in a:

e f+g:D—>R:zw— f(z)+g(x)
e AMf:D—=R:z— X f(z)
e fg:D—>R:z— f(x) g(z)

Sei D' = {z € D : g(z) # 0} und seien f sowie g stetigina € D'. Dann
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ist die folgende Funktion stetig in a:

f f(z)

“:D - R:x— 252
g g(@)

Sei h : E — R eine reellwertige Funktion mit f(D) C E.Sei hinb =
f(a) € E stetig, dann ist die Verkettung h o f stetigin a:

hof:D—=R:zw— h(f(x))

38.2 Beispielaufgabe

Die folgende Aufgabe zeigt, wie einfach mit Hilfe der Verkettungssatze die
Stetigkeit einer Funktion bewiesen werden kann:

2 Ubung
Stetigkeit einer verketteten Wurzelfunktion
Zeige, dass folgende Funktion stetig ist:
fR>R:z— 5+ a2
- Losungsweg
1

Stetigkeit einer verketteten Wurzelfunktion

Die gegebene Funktion ist eine Verkettung verschiedener Funktionen. Zu-
nachst missen wir die Grundfunktionen dieser Verkettung finden. Diese
sind:

cea:R=>Riz—=z

e b:R=>R:z—5

e c:Rf - R:ar /z

Die Funktion f kann dargestellt als:

f@)=vVb+22=V5+z -2 =c(b(x)+ alz) - a(z))

Damit ist f eine Verkettung stetiger Funktionen und somit wieder stetig.
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Beweis
Stetigkeit einer verketteten Wurzelfunktion

Seien folgende Funktionen gegeben:
ca:R=-R:z—z

e b:R—=R:ax—5

e c:Rf 2 R:z— /x

Diese Funktionen sind stetig. Es ist auBerdem f(z) = c(b(z) + a(x) -
a(z)). Damit ist f eine Verkettung stetiger Funktionen und nach den
Verkettungssatzen selbst wieder stetig.
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Stetigkeit beweisen

39.1 Ubersicht

Es gibt mehrere Moglichkeiten die Stetigkeit einer Funktion zu beweisen:

e Verkettungssatze: Wenn die Funktion als Verkettung stetiger Funktionen
dargestellt werden kann, ist sie nach den Verkettungssatzen stetig.

e Ausnutzung der lokalen Natur der Stetigkeit: Wenn eine Funktion in einer
kleinen Umgebung um einen Punkt dieselbe Funktionsvorschrift wie die
einer stetigen Funktion besitzt, dann muss sie an diesem Punkt auch
stetig sein.

e Betrachtung des links- und rechtsseitigen Grenzwerts: Wenn man zeigen kann,
dass der linksseitige und rechtsseitige Grenzwert einer Funktion an einer
Stelle existiert und gleich dem dortigen Funktionswert ist, dann ist die
Funktion an dieser Stelle stetig.

» Nachweis Folgenkriterium: Beim Folgenkriterium muss man zeigen, dass
der Limes an der betrachteten Stelle in die Funktion gezogen werden
kann. Fur eine Folge (25 )nen VOn Argumenten mit Grenzwert o muss also
gelten lim, oo f(zn) = f(zo) = f (liMpooo ).

e Nachweis Epsilon-Delta-Kriterium: Fur jedes € > 0 muss man zeigen, dass es

ein § > 0 gibt, so dass fur alle Argumente x mit Abstand kleiner als § von
der betrachteten Stelle xo die Ungleichung | f(x) — f(z0)| < e erfullt ist.
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39.2 Ausnutzung der lokalen Natur der Stetigkeit

Gegebenenfalls kann man ausnutzen, dass die Stetigkeit eine lokale Eigen-
schaft ist. Wenn eine Funktion namlich in einer kleinen Umgebung um einen
Punkt dieselbe Funktionsvorschrift wie die einer stetigen Funktion besitzt,
dann muss sie an diesem Punkt auch stetig sein. Betrachte zum Beispiel die
Funktion f : R\ {0} — R mit f(z) = 1 flr positive Zahlen z und f(z) = —1
fir negative Zahlen x. Nehmen wir nun eine beliebige positive Zahl xo. In
einer hinreichend kleinen Umgebung um zg ist f konstant 1:

Da konstante Funktionen stetig sind, istauch f an der Stelle xg stetig. Analog
kann man zeigen, dass f auch bei negativen Zahlen und damit insgesamt
stetig ist. Im Beweis kann man schreiben:
LFur jedes zop € R\ {0} gibt es eine Umgebung um zo, wo f konstant 1
oder —1 ist. Da konstante Funktionen stetig sind, muss auch f an der
Stelle o stetig sein. Damit ist f stetig".

Eine solche Argumentation kann oft bei Funktionen angewandt werden, die
Uber eine Fallunterscheidung definiert sind. Unsere Funktion f ist hierfir
ein gutes Beispiel. SchlieBlich ist sie definiert als:

1 z >0

f:R\{O}—)R:xI—){l <0

Jedoch kann nicht bei allen Fallunterscheidungen allein mit der lokalen
Natur der Stetigkeit argumentiert werden. Nehmen wir folgende Funktion g:

22 x>0

g:R>R:z—
2] =<0
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Fir alle Stellen ungleich Null kénnen wir so wie in diesem Abschnitt be-
schrieben einen Beweis formulieren, dass dort die Funktion stetig ist. An der
Stelle zo = 0 muss anders argumentiert werden. Hier konnte zum Beispiel
der links- und rechtsseitige Grenzwert betrachtet werden.

39.3 Baustelle: Linksseitiger und rechtsseitiger
Grenzwert

39.4 Folgenkriterium

— Hauptartikel: Folgenkriterium der Stetigkeit: Folgenstetigkeit

Allgemeine Beweisstruktur

Stetigkeit mit Hilfe des Folgenkriteriums zeigen (Beweisschema) (106)

Um die Stetigkeit einer Funktion an einer Stelle 2o zu beweisen, missen wir
zeigen, dass fur jede Folge (zn)nen VOn Argumenten mit lim,— e Tn = Zo
gilt, dass lim, o f(zn) = f(x0) ist. Dementsprechend kdnnte ein Beweis
lauten:

Sei f : ... eine Funktion mit f(z) = ... und sei zp = ... gegeben. Sei
(zn)nen eine beliebige Folge von Argumenten mit lim,, o0 ©,, = 0. Es gilt:
lim f(zn) =...= f(xo0)

n— 0o
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Um die Stetigkeit der Funktion f zu beweisen, muss das Beweisschema
etwas angepasst werden:

Sei f :...eine Funktion mit f(x) = ... und sei g eine beliebige Zahl aus dem
Definitionsbereich von f. Sei (x,)nen €ine beliebige Folge von Argumenten
mit limy, oo Tn = 0. Es gilt:

lim f(zn) =...= f(xo)

n— oo

Beispielaufgabe

Folgenkriterium: Stetigkeit der Graph der Quadratfunktion (108)
Quadratfunktion beweisen (107)

Ubung

4
Stetigkeit der Quadratfunktion

Zeige, dass die Quadratfunktion f : R — R : z — 2 stetig ist.

* Beweis
Stetigkeit der Quadratfunktion

Sei f : R — R : z + 2 Wir betrachten nun eine beliebige Folge (xn)nen,
die gegen z konvergiert. Es ist
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lim f(zn) = lim 2
n—oo n—oo

= lim z, - zn
n— oo

lim ap-b, = lim a, - lim b,

n— oo n— oo n— oo
= ( lim mn) . ( lim mn)
n— oo n— oo
JVoraussetzung lim z, =z
n— oo
2
=z-z=z" = f(x)

Bei der Quadratfunktion kann der Limes also immer hineingezogen wer-
den, womit diese Funktion stetig ist.

39.5 Epsilon-Delta-Kriterium

— Hauptartikel: Epsilon-Delta-Kriterium der Stetigkeit

Allgemeine Beweisstruktur

In Quantorenschreibweise lautet die Epsilon-Delta-Definition der Stetigkeit
einer Funktion f an der Stelle zo:

Ve>030 >0Vz € D: |z —xo| <0 = |f(z) = f(zo)] <€

Diese Aussageform gibt eine allgemeine Beweisstruktur fir Stetigkeitsbe-
weise mit dem Epsilon-Delta-Kriterium vor:

Sei e > 0 beliebig. Wahle § = ... Es existiert §, weil ...

Ve>0 36>0
Seixz € D mit |z — xzo| < § beliebig. Esist: [f(z) — f(zo)] < ... <€

Vz€D:|z—x0|<8 = [f(z)—f(zo)|<e

Beispielaufgaben und allgemeines Vorgehen
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Ubung
Stetigkeit der Quadratfunktion

Beweise, dass die Funktion f : R — R mit f(z) = =? stetig ist.

Losungsweg

Stetigkeit der Quadratfunktion

Fir den Beweis mussen wir zeigen, dass die Quadratfunktion an jeder
Stelle ¢ € R stetig ist. Nach der allgemeinen Beweisstruktur des Epsilon-
Delta-Kriteriums wird ein beliebiges € > 0 vorgegeben. Wir missen dann
ein geeignetes d > 0 finden, sodass die Ungleichung |f(z) — f(zo0)| < €
fur alle |z — xo| < § erfullt ist.

Um ein geeignetes § zu finden, setzen wir zunachst in den Term |f(x) —
f(x0)| die bekannte Funktionszuordnung f(z) = 2? ein:

|f (@) = f(@o)| = [a* — a5

Den Term |z — xo| kdnnen wir kontrollieren. Daher ist es sinnvoll, den Term
}x2 — x%{ so umzuformen bzw. nach oben abzuschatzen, dass |z — x|
auftaucht. Hierzu bietet sich die dritte binomische Formel an:

j&* — 25| = |z + zollz — w0

Aus unserer Voraussetzung, dass |z — zo| < 0 gelten soll, kénnen wir den
Ausdruck nach oben abschatzen:

|z + zol|x — zo| < |+ 0| -0

Da das J, welches wir suchen, nur von € und zo abhangen darf, stort uns
die vorhandene Abhangigkeitvon z in |z+xo|-0. Um diese Abhangigkeit zu
eliminieren, kdnnen wir den Faktor |z — zq| geschickt nach oben abschét-
zen. Dabei verwenden wir einen unscheinbaren — aber haufig verwendeten
—"Trick™: Wir subtrahieren an geeigneter Stelle ein xo und addieren es
wieder, so dass der Term x — g entsteht:

|z + xo| - 0 = | —x0 + 20 +x0| - 6 = | — 20 + 220 - §
—_————

=0
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Damitwir den Betrag |z —xo| erhalten, nutzen wir die Dreiecksungleichung.
Den Term |z — zo| kénnen wir wieder nach oben durch § abschétzen:

|z — o + 220] - & < (Jz — zo| + |220]) - § < (6 + 2|z0]) - &
Durch geschicktes Umformen und Abschatzen haben wir so erhalten:
|f (@) = f(@o)| < (6 + 2|xol) - &

Mit dieser Ungleichung sind wir fast am Ziel. Wenn wir § so geschickt wah-
len,dass (6+2|zo|)-d < eist,wird unsere Zielungleichung | f(x)— f(z0)| <
e erfullt. So konnten wir die "Mitternachtsformel” bei der quadratischen
Gleichung 62 4 2|20|6 = ¢ anwenden, um eine passende Wahl von § zu
finden. Der Term (§ + 2|xo]) - § kann durch eine weitere Abschéatzung je-
doch vereinfacht werden. Hierzu konnen wir ausnutzen, dass wir beliebige
Bedingungen an das ¢ stellen kénnen. So folgt aus der Bedingung 6 < 1,
dass § + 2|zo| < 1+ 2|zo| ist und damit gilt:

|f (@) = f(zo)| < (6 4 2|xol) - 6 < (1 +2|zo]) -
——

<142[zo]

Somit fuhrt auch (1 + 2|zo|) - 6 < € zum Ziel. Diese Ungleichung kénnen
wir umstellen, um eine zweite Bedingung fur ¢ zu finden (unsere erste
Bedingung lautet § < 1):

€
1+2 0<e = i< ——
(1+2fol) -6 < e < Tram]

Wir haben zwei Bedingungen fiir § gefunden: § < 1undd < Beide

€
T+2[zol"
Bedingungen sind erflllt fir § := min {1, m} Diese Wahl treffen wir
im finalen Beweis und fuhren die Abschatzungen so, wie wir sie gerade

gefunden haben.

Beweis
Stetigkeit der Quadratfunktion

Sei € > 0 beliebig und sei § := min {1, m}.Wenn |z — zo| < & erflllt
ist, dann folgt:
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f(z) = f(=z0)| = |2* — @}
= |z + zo||x — 0|
i |x — o] < 0
<l|x+xo|-0

= |z —x0 + x0 +x0| - §
—_———

=0
= |z —x0+ 2x0| - I
< (lz = @o| + 2|20]) - &
llz =20l <6
< (6 + 2[wol) - 0
16<1

<(1 +2|$0|) -0

€
= —
J{ 1+2.’L‘()|

(1 + 2zol) -

_c
=€

Damit haben wir gezeigt, dass die Quadratfunktion stetig ist.
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Kapitel 40

Unstetigkeit beweisen

40.1 Uberblick

Um die Unstetigkeit einer Funktion zu beweisen, muss man zeigen, dass
diese mindestens eine Unstetigkeitsstelle besitzt. Fir den Nachweis einer
Unstetigkeitsstelle kann man eine von mehreren Methoden verwenden:

¢ Folgenkriterium: Man kann nachweisen, dass die Funktion an der be-
trachteten Stelle das Folgenkriterium nicht erfullt.

¢ Betrachtung des links- und rechtsseitigen Grenzwert: Man kann den
linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwert der Funktion an der betrach-
teten Stelle ausrechnen. Wenn entweder einer dieser beiden Grenzwerte
nicht existiert oder wenn diese Grenzwerte unterschiedlich sind, dann ist

die Funktion an der betrachteten Stelle unstetig.

¢ Epsilon-Delta-Kriterium: Man kann nachweisen, dass die Funktion an
der betrachteten Stelle das Epsilon-Delta-Kriterium nicht erfallt.

40.2 Folgenkriterium

— Hauptartikel: Folgenkriterium der Stetigkeit: Folgenstetigkeit
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Kapitel 40 Unstetigkeit beweisen

Beweisskizze

Unstetigkeit mit Hilfe des Folgenkriteriums zeigen (Beweisschema) (109)

Um mit dem Folgenkriterium zu zeigen, dass eine Funktion f : D — Ran der
Stelle zo € D unstetigist,muss man eine Argumentenfolge (2, )nen Mitz, €
D fir allen € Nund dem Grenzwert x¢ finden, so dass die Funktionswert-
folge (f(xn)),cn Nicht gegen f(xo) konvergiert. Es soll also lim,—, 0 &, = 20
und limn—ee f(xn) # f(x0) gelten. FUr limn— oo f(zn) # f(x0) gibt es zwei
Moglichkeiten:

 Die Funktionswertfolge (f(zn)), .y divergiert.

neN

» Die Funktionswertfolge (f(zn))
ungleich f(xo).

nen Konvergiert, jedoch ist ihr Grenzwert

Ein Unstetigkeitsbeweis tUber das Folgenkriterium konnte zum Beispiel fol-
gende Form aufweisen:

Sei f : ... eine Funktion mit f(z) = .... Diese Funktion ist unstetig an
der Stelle o = ....Wahlen wir némlich die Folge (zn)neny mitz, = ..., so
liegen alle Folgenglieder im Definitionsbereich von f, und wir haben

limz, =... =2
n—oo

Jedoch istlimy 00 f(2n) # f(x0). Es ist némlich ..Beweis, dass (f(xn)),,cy

divergiert oder dass der Grenzwert von (f(zn)),,cr ungleich f(xo) ist.
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40.2 Folgenkriterium

Beispielaufgabe

Beweis der Unstetigkeit der topologischen Sinusfunktion mit Hilfe des
Folgenkriteriums (110)

Ubung
Unstetigkeit der topologischen Sinusfunktion

Beweise die Unstetigkeit der folgenden Funktion:

fTR>R:z— sin(%) 270
0 rz=0

Losungsweg
Unstetigkeit der topologischen Sinusfunktion

Damit f eine unstetige Funktion ist, muss sie mindestens eine Unstetig-
keitkeitsstelle besitzen. Fur jedes = # 0 entspricht f in einer hinreichend
kleinen Umgebung von z der Funktion sin (1). Da die Funktion sin (1)
als Komposition stetiger Funktionen stetig ist, muss auch f flirallez # 0
stetig sein. Damit muss die Unstetigkeitsstelle bei x = 0 liegen.

Um mit dem Folgenkriterium zu zeigen, dass f an der Stelle z = 0 un-
stetig ist, missen wir eine Argumentenfolge (z,)nen Mit liMy 00, =0
und limp 00 f(zn) # f(0) finden. Um diese Argumentenfolge zu finden,
schauen wir uns zunachst den Graphen der Funktion f an:
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Kapitel 40 Unstetigkeit beweisen

In der Graphik sehen wir, dass die Funktion f in jeder Umgebung des
Nullpunkts jeden Wert zwischen —1 und 1 beliebig oft annimmt. Also
kénnen wir (,)nen so wahlen, dass f(x,) immer gleich 1 ist. Dann ist
namlich garantiert, dass lim, o f(zn) = 1 # 0 = f(0) ist. Dabei wahlen
wir z,, so, dass z, von oben gegen Null konvergiert.

In der folgenden Graphik sind neben dem Graphen von f auch die Funk-
tionswerte der Folge x, eingetragen. Man sieht, dass fur z,, — 0 die
Funktionswerte gegen 1 konvergieren, was ungleich dem Funktionswert
f(0) =0ist:

Wie lauten die Werte flr z,,? Formen wir hierzu die Gleichung f(z) = 1
nach z um:
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40.2 Folgenkriterium

flz) =1
ozo sin(1) =1
= dkeZ: i =§+2k7r
— 3keZ: R

Firalle xz = ﬁ mit k € Z gilt also f(z) = 1. Damit unsere Argumente
Tn positiv sind und von oben gegen Null konvergieren, wahlen wir z, =
W+2 .Es gilt dann:

lim z, = lim ———— =0
n—oo n—o0o 7+2’I’L7T

Jedoch haben wir gesehen, dass limy o0 f(zn) =1 # 0 = f(0) ist. Wir ha-
ben also eine Argumentenfolge (z,)nen gefunden, welche die Unstetigkeit
von f an der Stelle z = 0 beweist.

Beweis
Unstetigkeit der topologischen Sinusfunktion

Sei f: R — R mit f(x) = sin ( ) fir z # 0 und £(0) = 0. Wir betrachten
die Folge (zn)nen Mit z, = ,r+2 .Fur diese Folge ist:

lim z, = lim ———— =0
n—oo n—oo 7—|—27’L7T

AuBerdem gilt:

lim f(zn) = lim f(%)

n— oo n—oo b + 2nm

. . 1

= lim sin I
n— oo -
7+2n7‘r

= lim sin (g + 2n7r)

n—oo

=liml=1

n— 00

351



Kapitel 40 Unstetigkeit beweisen

Damitistlim,—o f(zn) =1 # 0= f(0), obwohl lim,_c zn = 0 ist. Dies
beweist, dass f an der Stelle z = 0 und somit auch insgesamt unstetig
ist.

40.3 Baustelle: Betrachtung des links- und
rechtsseitigen Grenzwerts
40.4 Epsilon-Delta-Kriterium

— Hauptartikel: Epsilon-Delta-Kriterium der Stetigkeit

Allgemeine Beweisstruktur

Epsilon-Delta-Kriterium der Unstetigkeit kann folgendermafBen in Pradika-
tenlogik formuliert werden:

Je>0V0 > 03z € D |z —axo] <IN|f(x) — f(zo)| > €

Daraus ergibt sich ein Schema, mit dem die Unstetigkeit einer Funktion
nach dem Epsilon-Delta-Kriterium bewiesen werden kann:

Wahle e = ... Seid > 0 beliebig.
3e>0 V5>0
Wahlex = ... Esistxz € D, weil...
JzeD
Esist:

Beweis fur |x — xo| < 6

Beweis fur |f(z) — f(zo)| > €

Beispielaufgabe

Ubung
Unstetigkeit der topologischen Sinusfunktion

4
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40.4 Epsilon-Delta-Kriterium

Beweise die Unstetigkeit der folgenden Funktion an der Stelle xo = 0:

ffR>R:z— sin(%) v 70
0 z=0

Losungsweg

Unstetigkeit der topologischen Sinusfunktion

Bei dieser Aufgabe soll die Unstetigkeit einer Funktion gezeigt werden. Wir
betrachten hierzu die Negation des Epsilon-Delta-Kriteriums. Unser Ziel
ist es sowohl ein e > 0, als auch ein z € R so zu wahlen, dass |z — zo| < 0
und |f(z) — f(zo)| > € ist. Dabei darf x in Abhanigigkeit von § gewahlt
werden, wahrend e unabhangig flr alle § > 0 sein muss. Fur eine Losung
kénnen wir folgendermaBen vorgehen:

Schritt 1: Zielungleichungen vereinfachen Zunachst konnen wir beide
Ungleichungen, die erflllt sein mussen, umschreiben, denn in unserem
Fall ist zp = 0 und f(x0) = 0. Dadurch kdnnen wir schreiben: |z| < 6 und

[f(@)] = e

Schritt 2: Wahl eines geeigneten € > 0 Wir betrachten nun den Graphen
der Funktion f —dieser hilft uns namlich unsere ,,Beweisbausteine® zu
finden:

Wir mussen ein € > 0 finden, so dass es stets Funktionswerte im Bereich
(zo—6,z0+0) = (=9, ) gibt, die einen Abstand groBer gleich evon f(zo) =
f(0) = 0 haben —egal wie klein § ist. Sprich: Egal, welches § wir wahlen,
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Kapitel 40 Unstetigkeit beweisen

es gibt immer Punkte die oberhalb oder unterhalb des 2¢-26-Rechtecks
liegen.

In der Grafik erkennen wir, dass die Funktion in der Nahe des Nullpunkts
unendlich oft zwischen —1 und 1 oszilliert. Damit bietet sich eine < 1
an. Dann gibt es namlich immer Funktionswerte in jeder noch so kleinen
Umgebung von der Null mit | f(z)| > 1. Wir wahlen e = 1. In der folgenden
Grafik ist dies illustriert:

Im Beweis mussen wir nach der Wahl von € das § beliebig groBer Null
wahlen. Das machen wir dann auch.

Schritt 3: Wahl eines geeigneten z € RWir habene = % gesetzt. Es muss
nun gelten [sin ()| > 1. Damit diese Bedingung erfullt ist, kénnen wir
solche z mit sin () = 1 wéhlen. Nun ist sin(a) = 1 genau dann, wenn
a = 5 +2kn fUrein k € Z ist. Fur die gesuchten z gilt also:

1 _ = 1

- = 2%k = r=——
T 2Jr T x 5 +2km

Damit haben wir verschiedene x gefunden, fir die | f(z)| > e gilt. Jetzt

muss noch die erste Bedingung |z| < § beachtet werden. Unsere z hangen

von k ab. Wir missen ein geeignetes k mit k € Z finden, so dass |z| < §

erflllt ist. Setzen wir also in diese Ungleichung |z| < § die gefundene
1

Gleichung z = = ein und stellen sie nach k um:
5+2k7‘r
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1
|z] < = |77—%—| <o
§+2kﬂ'
1
= —— <4
§+2k7r
™ 1
— 2k -> =
7r+2>5
1 ™
— 2k - — =
L

<:>k>i 1T
2r \§ 2

Dies liefert den Ausdruck k£ > % (% — g).WéhIen wir also eine naturliche
Zahl k, die groBer als 5= (3 — 3 ) ist, so ist [z| < § erfiillt. Ein solches k
muss nach dem archimedischen Axiom existieren.Wahlen wir ein solches
k und definieren damit das x liber z = #——, haben wir sowohl [z| < §

2
als auch |f(z)| > € gegeben. Damit sind alle Bausteine fiir den Beweis

gefunden und dieser muss nur noch sauber aufgeschrieben werden.

Beweis
Unstetigkeit der topologischen Sinusfunktion

Wihle e = £ und sei 6 > 0 beliebig. Wéhle eine natlrliche Zahl k, so dass
k> 5= (3 — Z). Eine solche natlrliche Zahl k muss nach dem Archime-

dischen Axiom existieren. Weiter sei z = ﬁ So gilt:
D) ™
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1 1 =« 1 =

k %(5‘5) = 2% 55
™ 1

2 K

= k7r+2>6

1 1
J*>* 0 <= 0<a<bd
a b

=

= Tk 0

1
— >0
JE+2/{‘7T>

2

1

5+ 2kn <9

€T = l
T D42k

Weiter ist:

Damit ist die Funktion unstetig an der Stelle o = 0.
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Kapitel 41

Zwischenwertsatz

Der Zwischenwertsatz besagt, dass jede stetige Funktion f : [a,b] — R alle
Werte zwischen f(a) und f(b) mindestens einmal annimmt. Stetige Funk-
tionen nehmen also alle Zwischenwerte zwischen f(a) und f(b) an (wenn es
zwischen a und b keine Licken im Definitionsbereich gibt). Der Zwischen-
wertsatz kann somit genutzt werden, um die Existenz von Funktionswerten
zu beweisen.

41.1 Motivation

Zwischenwertsatz: Intuition und Praxis (115)

Sei f : [a,b] — R eine beliebige stetige Funktion. An der Stelle a besitzt sie
den Funktionswert f(a) und an der Stelle b den Funktionswert f(b). Nehmen
wir an, dass f(a) < f(b) ist. Sei auBerdem s ein beliebiger Wert zwischen

#(a) und f(b). also f(a) < s < f(b):
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HON

f(a)

Nach unserer Vorstellung besitzen stetige Funktionen innerhalb des Definiti-
onsbereichs keine Spriinge. Da f auf dem gesamten Intervall [a, b] definiert
ist und somit ihr Definitionsbereich zusammenhangend ist, verbindet der
Graph die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) ohne Springe. Wenn wir f(a) und
f(b) ohne Absetzen des Stifts verbinden, missen wir irgendwann die Gerade
y = s kreuzen. Es gibt also mindestens einen Schnittpunkt zwischen der
Geraden y = s und dem Graphen von f:

Fur die z-Werte & der Schnittpunkte gilt f(Z) = s. Der Zwischenwert s wird
also mindestens einmal durch die Funktion f angenommen. Wir haben
intuitiv gesehen, dass stetige Funktionen alle Werte zwischen zwei Funk-
tionswerten mindestens einmal annehmen, wenn der Definitionsbereich
keine Licken zwischen den beiden Argumenten besitzt.
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41.2 Der Zwischenwertsatz

41.2 Der Zwischenwertsatz

Erklarung der Definition des Zwischenwertsatzes. (YouTube-Video vom Kanal
Quatematik ) (118)

Satz

Zwischenwertsatz

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit a,b € Rund a < b. Sei s ein
Wert zwischen den beiden Funktionswerten f(a) und f(b). Es gilt also
fla) < s < f(b)oder f(b) < s < f(a).Dann gibt es mindestens eine reelle
Zahl z € [a,b] mit f(z) = s. Der Zwischenwert s wird also mindestens
einmal von der Funktion f angenommen.

41.3 Nullstellensatz von Bolzano

FUr den Beweis des Zwischenwertsatzes reicht es aus, diesen nur fur den
Spezialfall s = 0 zu beweisen. Dieser Spezialfall wird auch ,Nullstellensatz
von Bolzano” genannt:

Satz

Nullstellensatz von Bolzano

Sei h : [a,b] — R eine stetige Funktion mit ¢,b € Rund a < b. Sei
auBerdem die Null ein Zwischenwert von h(a) und h(b), also h(a) <0 <
h(b) oder h(a) > 0 > h(b). Dann besitzt h mindestens eine Nullstelle. Es
gibt also mindestens ein Argument Z € [a, b] mit A(Z) = 0.
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Wieso reicht es, nur diesen Spezialfall zu betrachten? Nehmen wir eine
stetige Funktion f : [a,b] — R und einen Wert s € R zwischen den Funkti-
onswerten f(a) und f(b). Nach dem Zwischenwertsatz miissen wir nun ein
Z € [a,b] mit f(Z) = s finden. Nun gilt:

f(@)=s < f(&)—s=0

Damit ist genau dann f(Z) = s, wenn f(Z) — s = 0 ist. Wir definieren nun die
Hilfsfunktion h : [a,b] = R mit h(z) = f(x) — s. Wie wir gerade festgestellt
haben, ist genau im Fall f(Z) = s die Gleichung h(Z) = 0 erflllt. Wenn wir
also eine Nullstelle von h finden, dann nimmt auch die Funktion f den Wert
s an.

Nun erfullt die Funktion h alle Voraussetzungen des Nullstellensatz von
Bolzano. Es ist eine Funktion der Form [a, b] — R mit dem abgeschlossenen
Intervall [a, b] als Definitionsbereich. Als Verkettung stetiger Funktionen ist
die Funktion A stetig. Im Fall f(a) < s < f(b) ist:

fla)<s <= f(a) —s <0 <= h(a) <0
f(0) >s <= f(b)—s5>0 <= h(b)>0

Damit folgt aus f(a) < s < f(b) die Ungleichungskette h(a) < 0 < h(b).
Betrachten wir nun den Fall f(a) > s > f(b):

fla)>s <= f(a) —s>0 <= h(a) >0

fb)<s <= f(b)—s<0 < h(b) <0
Es folgt insgesamt, dass Null ein Zwischenwert von h(a) und h(b) ist. Somit
erfullt h die Voraussetzungen des Nullstellensatz von Bolzano. Nach diesem
Nullstellensatz gibt es ein & € [a,b] mit h(Z) = 0. Fir dieses Z ist dann
f(Z) = s. Dies zeigt, dass aus dem Nullstellensatz von Bolzano der allgemei-

nere Zwischenwertsatz folgt. Wir missen also nur den Nullstellensatz von
Bolzano beweisen.

41.4 Beweis des Nullstellensatz von Bolzano
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414 Beweis des Nullstellensatz von Bolzano

Beweis

Nullstellensatz von Bolzano

Sei h : [a,b] — R eine stetige Funktion mit h(a) < 0 < h(b) oder
h(a) > 0 > h(b).Im Folgenden betrachten wir den Fall h(a) < 0 < h(b).Der
andere Fall h(a) > 0 > h(b) kann analog bewiesen werden. Wir miissen
nun eine Nullstelle von k finden. Dies kann durch eine geeignete Intervall-
schachtelung gezeigt werden. Als Startintervall wéhlen wir [a1, b1] = [a, b],
also a1 = aund by = b. Wir wissen ndmlich, dass sich im Intervall [a, b]
die gesuchte Nullstelle befinden muss.

Fur h(a1) = 0 oder h(b1) = 0 haben wir bereits eine Nullstelle bei z = a1
bzw. z = b1 gefunden und sind fertig. Falls h(a1) < 0und h(b1) > 0 ist,
verkleinern wir unser Intervall. Wir betrachten hierzu den Mittelpunkt
% des Startintervalls. Ist der Wert von k an diesem Punkt gleich Null,
so haben wir wieder eine Nullstelle gefunden und sind fertig.

Wenn h (4£21) =£ 0 ist, so wéhlen wir nun ein anderes Intervall, in dem
sich eine Nullstelle befinden muss. Nehmen wir an, es sei h (%) > 0.
Dann ergibt sich folgendes Bild:

\;, ket
\h(a)) ~
~ .

Wir sehen, dass der Graph im ersten Intervall von a; bis % die z-Achse
Uberqueren muss. Da h als stetige Funktion keine Spriinge aufweist und
in diesem Intervall keine Definitionslicken aufweist, sollte sich in die-
sem Intervall also eine Nullstelle von & befinden. Da beide Funktionswerte
h (%) und h(b1) positiv sind, kdnnen wir nicht sagen, ob sich im Be-
reichvon % bis by eine Nullstelle befindet oder nicht. Deswegen wahlen
wir als zweites Intervall [az, ba] = [a1, “5%].
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Wenn demgegenuber h (%) kleiner als Null ist, muss der Graph von h
im zweiten Intervall von % bis b1 einen Vorzeichenwechsel vollfihren.
Dementsprechend sollte sich dort eine Nullstelle befinden und wir wahlen
in diesem Fall [“.% b, ] als zweites Intervall [az, ba):

Insgesamt bestimmen wir [az2, b2] folgendermaBen:

[252.0] sk (252) <0

Diesen Vorgang wiederholen wir nun immer wieder: Im n-ten Schritt be-
rechnetwir den Mittelpunkt % des Intervalls [an, by]. Nimmt h hier den
Wert 0 an, sind wir fertig und konnen “";b" als Nullstelle zurtckgeben.
Ansonsten wahlen wir analog zu vorher ein neues Intervall [an+1, bnt1]

mit folgender Definition

an,2252] A (224%2) >0

[ ] (252) <0

[ant1,bnt1] = {

Durch dieses Vorgehen erhalten wir entweder nach irgendeinem Schritt n
eine gesuchte Nullstelle, oder wir bekommen eine Folge von Intervallen
([an, bn])nen. SO wie wir die Folgenglieder gewahlt haben, ist die Folge
(an)nen Monoton wachsend, und die Folge (b, )nen monoton fallend. Da
jedes Folgenglied im Intervall [a, b] liegt, sind die Folgen auch beschrankt.
Daraus konnen wir nach dem Monotoniekriterium fir Folgen folgern, dass
beide Folgen konvergieren. Beachte, dass die Lange des Intervalls bei
jedem Schritt halbiert wird. Das heiBt:
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415 Ubungsaufgabe: Fixpunktsatz

. .1
nII~>nc]o (bn - an) = 1LIL>n;o 5 : (bnfl - anfl)
.11
= JL”QO 3 : 3 . (bn—Q - an—2)
= lim — (bl 70,1)—0
n—oo
Und damit folgt: lim, 00 an = limp_ 00 bn. Damit konvergieren die Folgen

der unteren bzw. oberen Intervallgrenzen gegen den gleichen Wert ¢ €
[a; b]. AuBerdem gilt mit unserer Wahl, dass h(a,) < 0 sowie h(b,) > 0 fir
allen € N gilt. Deswegen gilt fur die Grenzwerte: lim,—« h(an) < 0und
limy oo h(bn) > 0. Weil h stetig ist, gilt

lim h(an) = h ( lim an) = h(c) = h( lim bn) = lim h(by)

n—oo n— oo n— oo n— o0
Mit der oberen Zeile folgt also h(c) < 0und h(c) > 0, damit muss h(c) =0
gelten und wir haben auch in diesem Fall eine Nullstelle der Funktion h
gefunden.

41.5 Ubungsaufgabe: Fixpunktsatz
Beweis eines Fixpunktsatzes

In der folgenden Aufgabe beweisen wir einen Fixpunktsatz. Fixpunkte sind
Argumente x einer Funktion f, die die Gleichung f(z) = x erfullt. Fixpunkte
werden also durch eine Funktion nicht verandert. Fixpunktsatze sind wieder-
um Séatze, die die Existenz von Fixpunkten in gewissen Situationen beweisen.
Fir die Mathematik sind solche Satze wichtig, weil manchmal die Existenz
eines Objekts auf die Existenz eines Fixpunktes zurlckgefuhrt werden kann.
Beispielsweise ist das Argument x genau dann Nullstelle einer Funktion
f R — R, wenn die Funktion g : R — R mit der Zuordnungsvorschrift
g(z) = x — f(x) einen Fixpunkt besitzt. Aus der Existenz eines Fixpunkts der
Funktion g, folgt die Existenz einer Nullstelle fur f.In der folgenden Aufgabe
werden wir einen Zwischenwertsatz beweisen:
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Ubung
Fixpunktsatz

Sei f : [a,b] — [a, b] eine stetige Funktion. Beweise, dass f mindestens
einen Fixpunkt besitzt. Fixpunkte sind Stellen z € [a, b] mit f(z) = =.

Losungsweg
Fixpunktsatz

Durch Umstellung der Gleichung f(z) = x erhalten wir f(z) —z = 0. Damit
ist z genau dann ein Fixpunkt von f, wenn z eine Nullstelle der Funktion
h(z) = f(x) — z ist. Definieren also die Hilfsfunktion h : [a,b] — R mit
h(z) = f(x)—z.Wie sich herausstellt, kdnnen wir den Nullstellensatz von
Bolzano einsetzen, um die Existenz einer Nullstelle zu beweisen. Hierfur
mussen wir die Voraussetzungen dieses Satzes beweisen:

e hist stetig.
e Null ist ein Zwischenwert von h(a) und h(b).

h ist stetig als Verknupfung stetiger Funktionen und wir konnen auBer-
dem beweisen, dass h(b) < 0 < h(a) ist. Der Nullstellensatz liefert damit
die Existenz des Grenzwerts.

Beweis
Fixpunktsatz

Sei f : [a,b] — [a, b] eine stetige Funktion. Wir definieren die Hilfsfunktion
h:la,b] = R: 2z~ h(z) = f(z) — x. Fir diese gilt:

e h ist stetig auf [a,b] als Differenz der stetigen Funktionen f und id :
[a,b] — [a,b] : z — .

e Esisth(b) <0< h(a), weil:
= h(a) = f(a) —a 20

€la,b]

{
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415 Ubungsaufgabe: Fixpunktsatz

Damit erflllt h die Voraussetzungen des Nullstellensatzes. Es gibt daher
ein Z € [a,b] mit h(Z) = f(&) — & = 0. Es folgt f(Z) = . Also besitzt f
einen Fixpunkt.
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Kapitel 42

Satzvom Minimum und
Maximum

Im Folgenden werden wir uns mit stetigen Funktionen auf kompakten Inter-
vallen beschaftigen. Dies sind Intervalle, die abgeschlossen und beschrankt,
also von der Form [a, b], sind. Wir werden sehen, dass solche Funktionen
immer beschrankt sind und ihr Maximum und Minimum annehmen. Dieser
Satz wird Satzvom Minimum und Maximum genannt. Er wird in der Mathematik
verwendet, die Existenz von Extrema stetiger Funktionen zu beweisen.

42.1 Motivation

Motivation und Intuition hinter dem Satz vom Maximum und Minimum
(121)

Nehmen wir eine stetige Funktion f, die auf einem kompakten Intervall
[a, b] definiert ist. Wir betrachten also eine Funktion f : [a,b] — R. Diese
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42.1 Motivation

Funktion besitzt an der Stelle a den Funktionswert f(a) und an der Stelle b
den Funktionswert f(b).

f(b)*

f(a)

Nun ist f fur jede Stelle zwischen a und b definiert. Nun kdnnen Graphen
stetiger Funktionen, die keine Unterbrechungen im Definitionsbereich besit-
zen, ohne Absetzen des Stifts gezeichnet werden. Der Graph von f verbindet
also die beiden Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) durch einen durchgehenden
Pfad ohne Spruinge. Der folgende Graph zeigt ein Beispiel fur eine mogliche
Funktion f:

f(b)

Wir stellen fest, dass im obigen Beispiel die Funktionen f beschrankt ist.
Auch nimmt f ihr Maximum und ihr Minimum als Funktionswerte an:
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“T—~Minimum

Ist dies immer so? Probiere selbst, die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) Uber ei-
nen Graphen zu verbinden, wobei du beim Zeichnen den Stift nicht absetzen
darfst. Ist es moglich, so den Graphen einer unbeschrankten Funktion zu
zeichnen?

Nein. Egal wie groB oder wie klein die Funktionswerte werden, irgendwann
muss man umkehren, um den Endpunkt des Graphen zu erreichen. So bleibt
die Funktion beschrankt. In der folgenden Grafik sehen wir, dass der Graph
von f zwar sehr groBe Werte annimmt — jedoch bleibt er beschrankt. Um den
Endpunkt zu erreichen, muss man beim Zeichnen des Graphen irgendwann
umkehren, wodurch der Graph nicht ins Unendliche wachsen kann:

f(b)

f(a),

Wenn wir die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) ohne Absetzen des Stifts mit-
einander verbinden, dann bleibt nach unserer Uberlegung die Funktion be-
schrankt. AuBerdem scheint sie immer ihr Maximum und ihr Minimum
anzunehmen. Weil die beiden Randpunkte a und b des Intervalls [a, b] zum
Definitionsbereich dazugehoren, muss die Funktion dort einen konkreten
Wert besitzen. Damit ist die Funktion am Rand ,gefangen® und kann dort
nicht gegen Unendlich streben. Die Stetigkeit von f verhindert wiederum ein
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42.2 Satz vom Minimum und Maximum

Streben der Funktion innerhalb des Definitionsbereichs gegen Unendlich,
weil der Graph zusammenhangend gezeichnet sein muss. Diese intuitive
Erklarung ist natlrlich noch weit von einem formalen Beweis entfernt. Fur
ein erstes Verstandnis des Satzes ist sie aber nGtzlich.

42.2 Satzvom Minimum und Maximum

Erklarung des Satzes vom Graph der Funktion f : [0,1] — R
Minimum und Maximum. mit

(YouTube-Video vom Kanal f(z) = 2?-cos(x)-¢*® —In(z+1).
Quatematik ) (126) Diese Funktion besitzt ein

Maximum und ein Minimum,
welche sie auch als
Funktionswert annimmt. (127)

Beweis des Satzes vom Maximum
und Minimum (128)
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Kapitel 42 Satz vom Minimum und Maximum

Satz

Satz vom Minimum und Maximum

Jede auf einem kompakten Intervall [a,b] definierte stetige Funktion
ist beschrankt und nimmt ihr Maximum und Minimum an. Sei also
f :]a,b] > Rmita,b € Runda < beine stetige Funktion. Es gibt Argu-
mente Z, & € [a, b, so dass fir alle Argumente x € [a, b] die Ungleichung
f(&) < f(zx) < f(z) erfulltist.

Beispiel

Satz vom Minimum und Maximum

Betrachten wir f : [0,1] — R mit f(z) = 22 - cos(z) - e®°%®) —In(x + 1). Der
Definitionsbereich [0, 1] ist ein kompaktes Intervall. AuBerdem ist f stetig
als Komposition der stetigen Funktionen z — 22, z — €%, = +— cos(z)
und z — In(z + 1) mit den Definitionsbereichen [0, 1]. Damit besitzt f ein
Maximum und ein Minimum.

Beweis

Satz vom Minimum und Maximum

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mita,b € Rund a < b. Zunichst
werden wir beweisen, dass f nach oben beschranktist und sein Maximum
annimmt. Auf analoge Art und Weise kann die Beschranktheit nach unten
und die Annahme des Minimums als Funktionswert gezeigt werden.

Hierzu betrachten wir das Bild f([a, b]). Dies ist die Menge aller Funktions-
werte, die f annimmt. Nun nehmen wir das Supremum sup f([a, b]) der
Menge f([a,b]), wobei wir das uneigentliche Supremum sup f([a, b]) = oo
expliziterlauben.Wenn f nach oben unbeschranktist,dannistsup f([a, b])
oo und ansonsten ist sup([a, b]) € R (weil f([a,b]) # 0 ist, kann der Fall
sup ) = —oo nicht auftreten).

Nun wissen wir, dass es eine Folge in f([a, b]) gibt, die gegen sup f([a, b])
konvergiert (fir jede nicht leere Menge M gibt es eine Folge aus M, die ge-
gen sup M konvergiert). Damit gibt es eine Folge (, )nen von Argumenten
aus [a, b] mit limp—o f(zn) = sup f([a, b]).

Nun konnen wir den Satz von Bolzano-Weierstra3 anwenden. Dieser be-
sagt, dass jede Folge aus einem Intervall der Form [a, b] mita,b € R und
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42.2 Satz vom Minimum und Maximum

a < beine konvergente Teilfolge besitzt. Damit besitzt auch (z,)nen eine
konvergente Teilfolge (xn, ),y Sei & der Grenzwert der konvergenten Teil-
folge (zn,),cn- Wegena < z,, < bfilrallek € Nistaucha <% <bund
damit Z € [a, b]. Also ist Z ein Argument der Funktion f. Weil die Funktion
f stetig ist, gilt nach dem Folgenkriterium der Stetigkeit

F@) = £ (Jim @n,) = lim [ (2n,) = sup f([a,b)

k

sup f([a, b]) ist ein Funktionswert von f und damit eine reelle Zahl. Dies
zeigt, dass f nach oben beschrankt ist. AuBerdem haben wir gezeigt, dass
f den Wert sup f([a,b]) an der Stelle £ annimmt. Damitist f(z) < f(&)
fur alle z € [a,b] und somit f(Z) das Maximum aller Funktionswerte von

f.
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GleichmafBige Stetigkeit

Die gleichméaBige Stetigkeit ist eine starkere Form der Stetigkeit. Sie leitet
sich aus dem Epsilon-Delta-Kriterium der Stetigkeit ab und spielt insbeson-
dere bei der Approximation von Funktionen eine wichtige Rolle.

43.1 Motivation
Herleitung der gleichmaBigen Stetigkeit

Das Epsilon-Delta-Kriterium garantiert uns so die Approximierbarkeit einer
stetigen Funktion f : D — R. Fur jeden Maximalfehler ¢ > 0 und jede be-
trachtete Stutzstelle Z finden wir ein 6z > 0, so dass sich der Funktionswert
f(x) fur jedes Argument x im Deltabereich (Z — §, % + 0) von f(Z) um maxi-
mal € > 0 unterscheidet. Fur jedes Argumentz mitZ — § < z < £ + ¢ kann
f(Z) als Anndherung von f(x) mit einem maximalen Fehler von ¢ verwendet
werden. Folgende Abbildung illustriert dies fur einige eingezeichnete Stellen
Ti:
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43.2 Definition

Jedoch hangen die gefundenen d;z-Werte von der betrachteten Stelle Z ab.
Deswegen sind die Rechtecke in der obigen Grafik auch unterschiedlich groB.
Um eine gleichmaBigere Approximation zu erhalten, konnen wir zusatzlich
fordern, dass alle Rechtecke in der Approximation gleich groB sein sollen.
D.h. der §z-Wert soll fur jedes Z gleich sein. Obige Abbildung sdhe dann wie
folgt aus:

Dies ist die Kernidee der gleichmaBigen Stetigkeit. Bei ihr findet man fir ein
vorgegebenes € > 0 ein globales § > 0, so dass egal welche Stelle Z € D man
betrachtet, jeder Funktionswert f(x) aus dem Delta-Bereich (Z — §,% + §)
einen Abstand kleiner als e von f(Z) besitzt. Damit erhalten wir folgende
Definition der gleichmaBigen Stetigkeit einer Funktion f : D — R, welche
eine gleichmaBige Approximierbarkeit erméglicht:

Fir jedes € > 0 existiert ein § > 0 (unabhangig von der Stelle ), so dass
far jede Stelle z € D und jedes Argument z € D mit |x — Z| < 0 die
Ungleichung | f(x) — f(Z)| < e erfllltist.

43.2 Definition
Definition der gleichmaBigen Stetigkeit

Damit konnen wir die formale Definition der gleichmaBigen Stetigkeit wie
folgt aufschreiben:

Definition
GleichmaRBige Stetigkeit
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Kapitel 43 GleichméaBige Stetigkeit

Eine Funktion f : D — Rist gleichmaBig stetig auf D, falls zu jedeme > 0
ein § > 0 existiert, so dass sich fur alle Stellen £ € D und flr alle Argu-
mente z € D mit einem Abstand kleiner als § von Z die Funktionswerte
f(z) und f(Z) um weniger als e unterscheiden. In Quantorenschreibweise
lautet die Definition der gleichmaBigen Stetigkeit:

Ve>030 >0V € DVz e D: |z —Z| <6 = |f(z)— f(T)| <e

Anders formuliert heit dies, dass es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass
alle Paare z,Z € D mit |x — Z| < § die Ungleichung |f(z) — f(Z)| < eerfillen.

Negation der gleichmaBigen Stetigkeit

Definition

Nicht gleichmaRBige Stetigkeit

Eine Funktion f : D — R heiBt nicht gleichmaBig stetig, wenn es min-
destens ein € > 0 existiert, bei dem es egal fir welches § > 0 jeweils
mindestens zwei Argumente Z und x mit einem Abstand kleiner als ¢ gibt,
so dass die Funktionswerte f(x) und f(Z) mindestens einen Abstand von

€ haben.
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43.3 Visualisierung

43.3 Visualisierung

Visualisierung der gleichmaBigen Stetigkeit

Bei gleichmaBig stetigen Funktionen kann um jeden Punkt des Graphen ein
Rechteck mit Hohe 2¢ und Breite 20 eingezeichnet werden, ohne dass der
Graph direkt ober-/unterhalb des Rechtecks liegt. Die Funktion f(z) = /=
ist gleichmaBig stetig. Hier verlauft der Graph nur innerhalb des Rechtecks.
Bei der Funkion g(z) = L ist dies aber nicht der Fall. Bei kleinen
Argumenten in der Nahe der Null verandert sich die Funktion so stark, dass,
egal welche Breite des Rechtecks man wahlt, Funktionswerte direkt ober-
bzw. unterhalb des Rechtecks liegen. (131)

Bei der gleichméaBigen Stetigkeit ist das § unabhangig von der betrach-
teten Stelle. Damit muss der Graph komplett im Inneren des Rechtecks
verlaufen, egal mit welchen Punkt des Graphen als Mittelpunkt man es be-
trachtet. Sprich: Fir jedes e > 0 muss es ein § > 0 geben, so dass man das
2e-26-Rechteck beliebig am kompletten Graphen entlang verschieben kann,
ohne dass es Funktionswerte direkt ober- bzw. unterhalb des Rechtecks gibt:
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Kapitel 43 GleichméaBige Stetigkeit

Bei einer nicht gleichmaBig stetigen Funktion ist dies nicht moglich. Neh-
men wir als Gegenbeispiel die Quadratfunktion. Flr ein beliebiges ¢ > 0
konnen wir kein § > 0 setzen, so dass der Graph Uberall komplett im Inneren
des 2¢-29-Rechtecks verlauft, egal wo wir dieses Rechteck ansetzen. Zwar
kann bei z-Werten in der Nahe der Null der Graph im Inneren des Rechtecks
liegen, weil sich dort die Quadratfunktion wenig andert, aber je mehr wir
das Rechteck nach rechts verschieben, desto starker ist der Anstieg der
Quadratfunktion. Irgendwann ist dieser so stark, dass Funktionswerte direkt
oberhalb bzw. unterhalb des 2¢-2§-Rechtecks liegen. Damit ist die Quadrat-
funktion ein Beispiel einer stetigen Funktion, die nicht gleichmaBig stetig
ist:

43.4 Beweisschema

Beweisschema: GleichmaBige Stetigkeit

In Quantorenschreibweise lautet die Definition der gleichmaBigen Stetigkeit:
Ve>030 >0V, z € D (lz—2| <6 = |f(z) — f(Z)] <e¢)

Aus dieser Aussage kann ein Schema zum Beweis der gleichméaBigen Stetig-
keit abgeleitet werden:

Sei e > 0 beliebig. Wahle § = ... Es existiert §, weil ...

Ve>0 36>0
Seien z, & € D mit |z — Z| < 0 beliebig. Esist: |f(z) — f(Z)] < ... <€

Vi,xeD:|z—&| <5 = [f(z)—f(Z)[<e
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43.5 Baustelle: Beispiele

Beweisschema: Nicht gleichmaBige Stetigkeit

In Pradikatenlogik lautet die Definition einer nicht gleichmaBig stetigen
Funktion f:

>0V > 032,z €Dz —2| <dAN|f(z)— f(T)] > €

Daraus ergibt sich ein Schema fur den Beweis, dass eine Funktion nicht
gleichmaBig stetig ist:

Wahle e = ... Seid > 0 beliebig.

Je>0 Vé>0
WahleZ=...undxz = ... EssindZ,z € D, weil...
Az,x€D

Esist:

Beweis fur [z — 2| < §

Beweis fur |f(z) — f(Z)| > €

43.5 Baustelle: Beispiele

Beispiel
gleichmaBig stetige Funktionen
e Die ldentitatsfunktion f : D — D ist gleichmaBig stetig, weil wenn
|z —y| < 4 gilt, kdnnen wir | f(z) — f(y)| = |z — y| < e zeigen, wenn wir
& = e wahlen.

e Oben haben wir gesehen, dass die Quadratfunktion f : R — R auf den
reellen Zahlen nicht gleichmaBig stetig ist. Schranken wir hingegen
die Funktion auf ein abgeschlossenes Intervall ein, wird diese neue
Funktion gleichmaBig stetig. Es gilt also zum Beispiel, dass

f:[0,1] =R

2
b

377



Kapitel 43 GleichméaBige Stetigkeit

gleichmafBig stetig ist. Wir zeigen dies wie folgt: Es gilt

(@) = F() = |2* = 9| = |z + ylle —y| < 2|z —y],

weil z,y € [0,1] gilt. Damit kdnnen wir § := 5 wéhlen und erhalten, so
dass fur alle z,y € D mit |z — y| < § die Abschatzung |f(x) — f(y)| <
2|z —y| < 20 = egilt.

« Die Wurzelfunktion ist gleichmaBig stetig auf R{. Betrachte:

R =R
T T

Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Dann ist § = ¢* eine geeignete Wahl: Seien
z,y € [0, 00 mit |z — y| < 4.

Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass z < y. Dann ist auch

V& < /B also folgt [V — /il = /i — Va.
Wirwollen nun sehen, dass | f(z) — f(y)| = [vVZz — /Y| = /¥ — V& < e gilt.

Nach Voraussetzung wissen wir,dass0 <z <y <z + €2. Damit bekom-
men wir:

y<z+e <z+2/me+ e = (Vx4 e)?

Insgesamt haben wiralsoy < (/z+¢)2 Weil nach Voraussetzung =,y > 0
und auch € > 0 gilt, kdnnen wir aus dieser Gleichung die Wurzel ziehen
und erhalten \/y < /z + ¢, also /y — /T < €, was wir oben sehen wollten.
Damit haben wir bewiesen, dass f gleichmaBig stetig ist.

* Das nachste Beispiel ist nicht gleichmaBig stetig, es handelt sich um
die Funktion

f:(0,1] - R

()
zrsin| =,
xT
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43.6 Eigenschaften

welche immer schneller gestreckte Sinuswellen in der Nahe von Null
darstellt. Angenommen, f ware gleichmaBig stetig, dann konnten wir ein
geeignetes § aus der Definition finden. Fir z — 0 wird die Frequenz von
f jedoch immer schneller, so dass nahe Null immer eine ganze Periode
der Sinusfunktion im §-Ball enthalten ist. Da der Abstand zwischen dem
Maximum und dem Minimum einer Sinuswelle gleich 2 ist, kann die
Bedingung |f(z) — f(y)| < e niemals Uberall erfillt sein, wenn e < 2 ist.
Dies wird noch einmal im folgenden Bild illustriert:

— sin(1/x)

i

43.6 Eigenschaften

Wie wir gesehen haben, ist nicht jede stetige Funktion auch gleichmaBig
stetig. Dies trifft jedoch zu, wenn wir den Definitionsbereich einer stetigen
Funktion auf ein abgeschlossenes, kompaktes Intervall [a, b] einschranken:

Satz
Heine-Cantor fur R

Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist gleichmaBig stetig.

Beweis

Heine-Cantor fur R

Wir wahlen einen indirekten Beweis und nehmen an, die Funktion f :
[a,b] — R sei nicht gleichméaBig stetig. Das heiBt, es gibt eine > 0 und
zu jedem n € N gibt es zwei Punkte z,, z;, € [a,b], so dass |z, — a,| < &
und [f(zn) — f(an)| 2 &

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB besitzt die beschrankte Folge
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Kapitel 43 GleichméaBige Stetigkeit

(zn)nen eine konvergente Teilfolge (xn, )ken, deren Grenzwert « im Inter-
vall [a, b] enthalten ist. Dieser ist wegen |zn, — a7, | < ﬁ ebenfalls Grenz-
wert der Folge (7, )ken.

Aus der Stetigkeit von f folgt f(zn,) — f(z) und f(x;,) — f(z). Daher
gibt es ein ko, so dass |f(zn,) — f(x)| < § und |f(z},,) — f(2)| < ;-
fir alle k > ko. Daraus folgt nun | f(zn, ) — f(zn, )| = [(f(zn,) — f(z)) +
(F@) = F@ )] < [(f (@n) = F@)|+(f (@) = F(, )| < 5+5 = e fralle
k > ko im Widerspruch zu unserer Annahme | f(zn, ) — f (@7, )| > e furalle
k.Daher war die gemachte Annahme falsch und es folgt die gleichmaBige
Stetigkeit.
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Kapitel 44

Ableitung

Mit der Ableitung werden wir eines der wichtigsten Konzepte der Analysis
kennenlernen. Die Ableitung entspricht der Anderungsrate einer Funktion.
Siewird in den Naturwissenschaften oft genutzt, um in mathematischen Mo-
dellen die Veranderung eines Systems zu modellieren. Mit Hilfe der Ableitung
konnen wir eine Funktion auf viele ihrer Eigenschaften untersuchen.

44.1 Intuitionen der Ableitung

Fir die Ableitung gibt es mehrere Intuitionen, die alle eng zusammenhangen:

o Ableitung als momentane Anderungsrate: Die Ableitung entspricht dem, was
wir intuitiv als momentane Anderungsrate einer Funktion verstehen. Eine
Anderungsrate beschreibt dabei, wie stark sich eine GréBe bezlglich einer
anderen BezugsgroBe andert. Bei der momentanen Anderungsrate wird
diese BezugsgroBe als ,unendlich klein“ angenommen. Es wird also der
Grenzwert der Anderungsrate betrachtet, wenn die BezugsgréBe gegen
Null konvergiert. Ein Beispiel hierflir ist die Geschwindigkeit. Diese ist die
momentane Anderungsrate des Ortes bezlglich der Zeit und gibt an wie
stark sich der Ort eines Objekts zu einem bestimmten Zeitpunkt mit der
Zeit andert.

» Ableitung als Tangentensteigung: Die Ableitung entspricht der Steigung, die
die Tangente des Graphen an der Stelle der Ableitung besitzt. Damit I6st
die Ableitung das geometrische Problem, die Tangente an einen Graphen
durch einen Punkt zu bestimmen.
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44.2 Ableitung als momentane Anderungsrate

e Ableitung als Steigung der lokal besten linearen Approximation: Jede an einer
Stelle ableitbare Funktion kann in einer Umgebung um diesen Punkt gut
durcheine lineare Funktion approximiert werden. Die Ableitung entspricht
der Steigung dieser linearen Funktion. Damit kann die Ableitung genutzt
werden, um Funktionen lokal durch lineare Funktionen gut anzunahern.

e Ableitung als verallgemeinerte Steigung: Zunachst ist der Begriff der Steigung
einer Funktion nur fur lineare Funktionen definiert. Man kann die Ablei-
tung aber benutzen, um die Steigung auch fur nicht-lineare Funktionen
zu definieren.

Diese Intuitionen werden wir im Folgenden detailliert besprechen und aus
ihnen eine formale Definition der Ableitung herleiten. AuBerdem werden wir
sehen, dass ableitbare Funktionen ,knickfrei“ sind, weshalb sie auch glatte
Funktionen genannt werden.

44.2 Ableitung als momentane Anderungsrate

Berechnung der Ableitung

fxn)—f(zo0)

Fir &, — xo geht die durchschnittliche Anderungsrate 1= —
momentane Anderungsrate der Funktion an der Stelle zo Gber. (135)

indie

Die Ableitung entspricht der momentanen Anderungsrate einer Funktion
f. Wie kann diese momentane Anderungsrate einer Funktion bestimmt
oder definiert werden? Sei zum Beispiel f eine reellwertige Funktion, die
folgenden Graph besitzt:
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So kann f eine physikalische GroBe in Abhangigkeit von einer anderen
GroBe beschreiben. Beispielsweise konnte f(z) dem zurlickgelegten Weg
eines Objekts zum Zeitpunkt z entsprechen. f(z) kdnnte auch der Luftdruck
in der Hohe = oder die PopulationsgroBe einer Art zum Zeitpunkt z sein.
Nehmen wir nun das Argument Z, an dem die Funktion den Funktionswert
f(Z) besitzt:

f(X)

Nehmen wir einmal an, dass f(z) der zurlickgelegte Weg eines Autos zum
Zeitpunkt z ist. Dann ist die momentane Anderungsrate von f an der Stelle
T gleich der Geschwindigkeit des Objekts zum Zeitpunkt . Wie kann diese
Geschwindigkeit bestimmt werden?

Anstatt die Geschwindigkeit direkt zu berechnen, konnen wir sie schatzen.
Wir nehmen einen Zeitpunkt z; in der Zukunft und schauen, welchen Weg
das Auto im Zeitraum von Z bis z; zurtickgelegt hat. Der in dieser Zeit zurtick-
gelegte Weg ist gleich der Differenz f(z1) — f(Z), wahrend die Zeitdifferenz
gleich z; — Z ist. Nun ist die Geschwindigkeit gleich dem Quotienten %.
Damit hat das Auto im Zeitraum von & nach x1 die durchschnittliche Ge-
schwindigkeit
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44.2 Ableitung als momentane Anderungsrate

Dieser Quotient, der die durchschnittliche Anderungsrate von der Funktion f
im Intervall [Z, z1] angibt, wird Differenzenquotient genannt. Entsprechend sei-
nes Namens ist er ein Quotient von zwei Differenzen. In folgender Abbildung
sehen wir, dass dieser Differenzenquotient gleich der Steigung derjenigen
Sekante ist, die durch die Punkte (Z, f(Z)) und (z1, f(z1)) geht:

Y

Diese durchschnittliche Geschwindigkeit ist eine erste Approximation der
aktuellen Geschwindigkeit unseres Autos zum Zeitpunkt . Nun muss die
Bewegung des Autos zwischen den Zeitpunkten Z und x1 nicht gleichformig
verlaufen sein — es kann beschleunigen oder abbremsen. Die momentane
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt Z ist also im Allgemeinen eine andere als
die durchschnittliche Geschwindigkeit im Zeitraum zwischen Z und z;. Ein
besseres Ergebnis sollten wir erhalten, wenn wir den Zeitraum flr die Berech-
nung der durchschnittlichen Geschwindigkeit verklrzen. Wir betrachten
also einen Zeitpunkt z2, der naher an Z liegt, und bestimmen die durch-
schnittliche Geschwindigkeit % fur den neuen Zeitraum zwischen &
und za:
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Diesen Prozess wiederholen wir beliebig oft. Wir betrachten also eine Folge
(zn)nen von Zeitpunkten, die alle von Z verschieden sind und die gegen &
konvergieren. Fir jedes x,, berechnen wir die durchschnittliche Geschwindig-
keit % des Autos im Zeitraum von Z bis x,. Je kirzer z,, — & ist, desto
weniger sollte das Auto in diesem Zeitraum beschleunigen oder abbremsen
kénnen und umso mehr entspricht dann die durchschnittliche Geschwin-
digkeit der momentanen Geschwindigkeit des Autos zum Zeitpunkt z:

(%)

Weil der Zeitabstand z,, — x beliebig klein wird (es ist lim, 00 ©, — 2 = 0),
sollte die Folge der Durchschnittsgeschwindigkeiten (M) gleich
" neN

T

der momentanen Geschwindigkeit des Autos zum Zeitpunkt  sein.

Damit haben wir eine Methode gefunden, um die momentane Anderungs-
rate von f an der Stelle  zu bestimmen: Wir nehmen eine beliebige Fol-
ge von Argumenten (z,)nen, die alle verschieden von Z sind und fur die
lim,—o xn = T ist. Fur jedes z,, bestimmen wir den Quotienten w
Die momentane Anderungsrate ist der Grenzwert dieser Quotienten:

f(@n) = f(Z)

Anderungsrate von f an der Stelle # = lim

n— oo Tp — T

Fur die Ableitung von f an der Stelle  schreiben wir f'(z). Damit kénnen wir
notieren:

f/(i’)z lim f(l’n)_']f(j)

n— 00 Tn — T

Der dabei auftretende Grenzwert der Differenzenquotienten wird Differential-
quotient genannt.
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44.2 Ableitung als momentane Anderungsrate

Konkretisierung

Nun haben wir in unserem Beispiel stets Zeitpunkte in der Zukunft von &
betrachtet. Was passiert, wenn wir einen Zeitpunkt x, in der Vergangenheit
von Z betrachten? Hier erhalten wir folgendes Bild:

Die durchschnittliche Geschwindigkeit im Zeitraum von z,, bis Z ist dann
gleich w Wenn wir diesen Quotienten um —1 erweitern, erhalten
wir:

f@

|
=
8
3
N>
|
—~
~
—
N

Wir erhalten denselben Term wie im vorherigen Abschnitt. Dieser gibt die
durchschnittliche Geschwindigkeit an, egal ob z,, < Z oder z, > T ist.
Damit sollte dessen Wert im Fall z, < Z auch nah an der momentanen
Geschwindigkeit des Autos zum Zeitpunkt  liegen, wenn x,, nur hinreichend
nah an 7 liegt. Es ist also

f/(j) — lim M
n—oo Tp — T
wobei (z,)nen €ine beliebige Folge von Argumenten ungleich Z mitlim, o zn =
Z ist. Die Folgenglieder von (z,)nen kdnnen dabei je nach Index n manchmal
groBer und manchmal kleiner als Z sein:
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f(X)

I'xy X4 Xs

Verfeinerung der Definition

Seinun f: D — Reine beliebige reellwertige Funktion und sei & € D. Wie
wir im obigen Abschnitt gesehen haben, ist

F(@) = lim L&) =f(@
n—o0 Tp —

wobei (z), . €ine Folge von Argumenten ungleich 7 ist, die gegen & kon-
vergiert. Damit es mindestens eine solche Folge von Argumenten gibt, muss
Z ein Haufungspunkt vom Definitionsbereich D sein (eine Zahl ist genau
dann Haufungspunkt einer Menge, wenn es eine Folge in dieser Menge un-
gleich dieser Zahl gibt, die gegen diese Zahl konvergiert). Das hort sich jetzt
vielleicht komplizierter an, als es haufig ist. In den meisten Fallenist D C R
ein Intervall und dann ist jedes & € D ein Haufungspunkt von D. Fur die
Definition des Differentialquotienten soll es egal sein, welche Folge (zr)nen
wir wahlen. Dementsprechend konnen wir die Ableitung definieren:

Sei f: D — RmitD C RundseiZ € D ein Haufungspunkt von D. Die
Funktion f ist an der Stelle & ableitbar mit der Ableitung f'(Z), wenn fur

jede Folge (zn)nen von Argumenten ungleich Z und mitlimu,—o ©n = &
gilt:
f/(f,) — lim f(,l;'”r) 7 f(z)
n— oo ITn — T

Nun kénnen wir diese Definition abkUlrzen, indem wir die Grenzwertdefiniti-
on fUr Funktionen benutzen. Zur Erinnerung: Es ist nach Definition genau
dann limg_c g(z) = L, wenn limy, o0 g(zn) = L flr alle Folgen (z,)nen von
Argumenten ungleich c mit lim, o » = cist. Also:
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44.2 Ableitung als momentane Anderungsrate

Sei f: D — RmitD C RundseiZ € D ein Haufungspunkt von D. Die
Funktion f ist an der Stelle & ableitbar mit der Ableitung f(Z), wenn gilt:

Die h-Methode

Definition der Ableitung Uber die h-Methode: Zu den jeweiligen h-Werten
sind die dazugehorigen Sekanten eingezeichnet. Du siehst, dass fir h — 0
die Sekante in die Tangente und somit die Sekantensteigung
(Differenzenquotien) in die Tangentensteigung (Ableitung) Gbergeht. (143)

Es gibt eine weitere Moglichkeit, die Ableitung zu definieren. Hierzu gehen
wir vom Differentialquotienten lim;_,z % aus und fihren die Varia-
blenersetzung x = = 4 h durch. Die neue Variable h ist also der Unterschied
zwischen der Stelle z, bei der die Ableitung bestimmt werden soll, zu dem
Punkt, wo der Differenzenquotient gebildet wird. Fur z — & geht h — 0.
Damit konnen wir die Ableitung auch definieren als

Sei f: D = RmitD C RundseiZ € D ein Haufungspunkt von D. Die
Funktion f ist an der Stelle & ableitbar mit der Ableitung f(Z), wenn gilt:

h—0 h
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Anwendungen in den Naturwissenschaften

Die Ableitung haben wir als momentane Anderungsrate einer GréBe kennen-
gelernt. Als solche tritt sie in den Naturwissenschaften haufig auf. Folgende
GroBen sind beispielsweise als Anderungsraten definiert:

« Geschwindigkeit: Die Geschwindigkeit ist die momentane Anderungsrate
des zurlickgelegten Wegs eines Objekts.

 Beschleunigung: Die Beschleunigung ist die momentane Anderungsrate
der Geschwindigkeit eines Objekts.

 Druckéanderung: Sei p(h) der Luftdruck in der Héhe h. Die Ableitung p’(h)
ist die Anderungsrate des Luftdrucks mit der Hohe. Dieses Beispiel zeigt,
dass die Anderungsrate nicht immer auf die Zeit bezogen sein muss. Es
kann auch die Anderungsrate beziiglich einer anderen GroBe, wie zum
Beispiel der HOhe, sein.

e Chemische Reaktionsrate: Betrachten wir eine chemische Reaktion A — B.
Sei da(t) die Konzentration des Stoffs A zum Zeipunkt ¢. Die Ableitung
d's(t) ist die momentane Anderungsrate der Stoffkonzentration von A
und damit gibt sie an, wie viel des Stoffs A in den Stoff B umgesetzt wird.
Damit gibt d’4(t) die chemische Reaktionsrate flr die Reaktion A — B
an.

o Anderung der Population: Oft betrachtet man die Anzahl an Individuen N (¢)
in einer Population (zum Beispiel die Anzahl an Menschen auf dem Pla-
neten, die Anzahl an Bakterien in einer Petrischale, die Anzahl an Tieren
einer Gattung oder die Anzahl der Atome eines radioaktiven Stoffs). Die
Ableitung N'(t) gibt die momentane Anderungsrate der Individuen zum
Zeitpunkt t wieder.

44.3 Definitionen

Ableitung und Differenzierbarkeit
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Definition

Sei f: D - RmitD C RundseiZ € D ein Haufungspunkt von D. Die
Funktion f ist an der Stelle Z ableitbar mit der Ableitung f'(%), wenn gilt:

f/(.i) — “m f(x) — .{(i’)

T—T r—

Aquivalent kann in der Definition auch gefordert werden:
T ANET f(i"i’h)*f(j)
F@=lim h

Eine an der Stelle  ableitbare Funktion nennt man an der Stelle & diffe-
renzierbar. Eine Funktion heiBt ableitbar oder differenzierbar, wenn an jeder
Stelle ihres Definitionsbereichs der obige Grenzwert existiert. Differenzier-
bare Funktionen sind also Uberall, wo sie definiert sind, differenzierbar.

Differenzenquotient und Differentialquotient

fz1)

() T x

Der Differenzenquotient zwischen xp und x1 entspricht der Steigung der
blauen Sekanten (144)

Die Begriffe ,Differenzenquotient” und ,Differentialquotient® sind folgender-
maBen definiert:

f’(i) — lim M

N ” z—z (7T

Ableitung Differenzenquotient
N————

Differentialquotient
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Ableitungsfunktion

Die Ableitungsfunktion ordnet jedem Argument x der Funktion f ihre
Ableitung f’(x) zu. In dieser Animation wird die Ableitungsfunktion an
verschiedenen Stellen der Funktion ausgewertet. Dabei wird die Tangente
wie die Ableitung an dieser Stelle angezeigt. (145)

Ist eine Funktion f : D — R mit D C R an jeder Stelle ihres Definitions-
bereichs differenzierbar, so besitzt f an jedem Punkt in D eine Ableitung.
Die Funktion, die jedem Argument Z ihre Ableitung f'(z) zuordnet, heiBt
Ableitungsfunktion von f:

Definition
Ableitungsfunktion

Sei f: D — R eine differenzierbare Funktion mit D C R. Wir definieren
die Ableitungsfunktion f' : D — R durch

fl(@):

i
=

Ist die Ableitungsfunktion f’ zusétzlich noch stetig, so nennt man f stetig
differenzierbar.

Warnung

Die Begriffe ,stetig differenzierbar” und ,differenzierbar” sind nicht aqui-
valent. Die Stetigkeit der Ableitungsfunktion ist eine echte zusatzliche
Forderung.
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44.4 Ableitung als Tangentensteigung

44.4 Ableitung als Tangentensteigung

Fir Az =2 — 2 — 0 geht die Bei differenzierbaren Funktion
Sekantensteigung ”'}%ﬁc(’) in die kann an jedem Punkt es Graphen
Tangentensteigung Uber. Damit eine Tangente angelegt werden.
ist die Ableitung f'(Z) gleich der Die Ableitung entspricht der
Steigung der Tangenten, die den Steigung dieser Tangente. (147)

Graphen am Punkt (z, f(2))
berlhrt. (146)

Die Ableitung f'(Z) entspricht dem Grenzwert lim,_,z W Dabei ist
der Differenzenquotient % die Steigung der Sekante zwischen den
Punkten (Z, f(Z)) und (z, f(x)). Bei der Grenzwertbildung x — & geht diese
Sekante in die Tangente Uber, die den Graphen von f im Punkt (Z, f(Z))
beruhrt:

Damit ist die Ableitung f'(Z) gleich der Steigung der Tangente am Graphen
durch den Punkt (Z, f(Z)). Die Ableitung kann also genutzt werden, um die
Tangente an einem Graphen zu bestimmen. Somit |6st sie auch ein geome-
trisches Problem. Mit f(Z) kennen wir die Steigung der Tangente und mit
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(z, f(2)) einen Punkt auf der Tangente. Damit konnen wir die Funktionsglei-
chung dieser Tangente bestimmen.

Frage
Verstandnisfrage

Wie lautet die Tangentengleichung, wenn ihre Steigung gleich f'(x) und
sie durch den Punkt (Z, f(Z)) geht? Die allgemeine Formel einer linearen
Funktion g ist g(z) = ma + yo. Dabei ist m die Steigung von g und yo ist
der Schnittpunkt von g mit der y-Achse. Sei nun t die gesuchte Tangente.
Diese besitzt die Steigung f'(Z) und damit gilt t(z) = f'(Z) - = + yo.

Wir missen noch yo bestimmen. Weil ¢ durch den Punkt (Z, f(Z)) geht, ist
f@) =4@)=f'(@) 2+y
= yo=f(@) - f(2) -7
Damit ist
t(x) = f'(@) x+ f(@) - F'(@) F
@)+ f'(2) - (z - 7)

Durch Kenntnis der Ableitung f'(Z) kann also die Tangengleichung be-
stimmt werden.

f
f

44.5 Ableitung als Steigung der lokal besten linearen
Approximation

Approximation einer differenzierbaren Funktion

Die Ableitung kann auch zur Approximation einer Funktion genutzt werden.
Um diese Approximation zu finden gehen wir von der Grenzwertdefinition
der Ableitung aus:

Der Differenzenquotient % liegt also beliebig nah an der Ableitung
f'(z), wenn z hinreichend nah an Z ist. Fir z ~ Z kénnen wir schreiben:
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44.5 Ableitung als Steigung der lokal besten linearen Approximation

Im Folgenden nehmen wir an, dass der Ausdruck x ~ Z fur ,x ist unge-

fahr so groB wie £“ wohldefiniert ist und den Ublichen Rechengesetzen fir
Gleichungen gehorcht. Damit konnen wir diese Gleichung umstellen zu

= F(@) - (z =) = f(z) - f(2)
= @)+ @) (-2)~ f(z)
= fl@) = f(@) + f(@) - (z - 7)

Wenn z hinreichend nah an Z liegt, dann ist f(x) ungefahr gleich dem Wert
f(@)+f (%) (x— 7). Dieser Wert kann somit in der Ndhe der Ableitungsstelle
als Approximation von f(x) verwendet werden. Dabei ist die Funktion mit
der Zuordnungsvorschrift z — f(z) + f'(Z) - (z — Z) eine lineare Funktion,
da T ein beliebiger aber fester Punkt ist.

Die Zuordnungsvorschrift t(z) = f(Z) + f'(Z) - (z — %) beschreibt dabei
die Tangente, die den Funktionsgraphen an der Stelle der Ableitung beruhrt.
Die Tangente ist also in der Nahe des BerUhrungspunkts eine gute Appro-
ximation des Funktionsgraphen. Dies zeigt auch das folgende Diagramm.
Wenn man in einer differenzierbaren Funktion an einer Stelle nah genug
reinzoomt, so sieht der Funktionsgraph naherungsweise wie eine Gerade
aus:

Diese Gerade wird durch die Zuordnungsvorschrift t(xz) = f(z)+ f'(Z)-(z— %)
beschrieben und entspricht der Tangente des Graphen an dieser Stelle.
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Qualitat der Approximation

Wie gut ist die Approximation f(z) ~ f(Z) + f'(Z) - (z — Z)? Um dies zu
beantworten, sei e(x) derjenige Wert mit

f(z) - f(®)

r—I

= /(@) + e(x)

Der Wert e(x) ist damit der Unterschied zwischen dem Differenzenquotien-
ten W und der Ableitung f’(Z). Dieser Unterschied verschwindet fur
den Grenzlibergang x — Z, weil fUr diesen Grenzibergang der Differenzen-
quotient in den Differentialquotienten, also der Ableitung f'(z), Gbergeht.
Es gilt also limy—z €(z) = 0. Nun kdnnen wir die obige Gleichung umstellen
und erhalten so

F@=1®) _ p(z) 1 e(a)
= f@) - f@)=f(@) (z-2)+e@) (z—1)
= flz) = f(@) + (@) (& - 2) +e(2) - (z - F)
= 3(z)
= fl@) = f(@) + (@) (& - 7) + 6(x)

Der Fehler zwischen f(z) und f(Z)+ f'(Z) - (z — &) ist damit gleich dem Term
0(z) = e(z) - (x — ). Wegen limy 3 e(x) = O ist auch

limd(z) = lime(z) - (x—%)=0
T—T LTINS N’
—0 —0

Der Fehler §(x) verschwindet also fur x — Z. Wir kdnnen aber noch mehr
sagen: d(x) fallt schneller als ein linearer Term gegen Null ab. Selbst wenn wir
d(x) durch z —Z teilen und so diesen Term in der Nédhe von & stark vergroBern,
verschwindet 2 fir ¢ — Z. Es ist namlich

T—T

lim 2@ _ i @@= _ iy =0
r—T LT — T r—T xr—x r—T

Der Fehler 6(z) in der Approximation f(z) ~ f(z) + f'(z) - (x — %) fallt
also fir z — Z schneller als linear gegen Null ab. Fassen wir die bisherige
Argumentation in einem Satz zusammen:
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N Satz
Approximation einer differenzierbaren Funktion
Sei f: D — Rundseiz € D ein Haufungspunkt von D. Sei auBerdem f
an der Stelle # differenzierbar mit der Ableitung f'(Z). Seien e und § so
definiert, dass fur alle z € D gilt

f@)=f@) + (@) (x—2) +e(x) - (z-7)
=f@) + (&) (v — ) +6(x)

Dannverschwindet der Fehlerterm e(z) firz — &, das heiBtlim,_,z e(z) =
0. Fur §(z) gilt dementsprechend lim,_,z i(f? =0.

T

Alternative Definition der Ableitung

Dass differenzierbare Funktionen durch lineare Funktionen approximiert
werden konnen, charakterisiert den Begriff der Ableitung. Jede Funktion f
ist an der Stelle = ableitbar, wenn eine reelle Zahl c € R sowie eine Funktion

0 existieren, so dass f(z) = f(Z) +c¢- (x — %) + d(z) und lim,_z i(fi =0
gelten. Ihre Ableitung ist dann f'(Z) = c. Es gilt ndmlich
3 tim T@ = 1@)

T—T .’E—j}

f@)+c (z—3)+6(z) - f(&)

= lim —
T—T r—T
_ Iimc-(r—x):&—&(m)
T—T r—
—limes @)
T—T r—x
——
—0
=c

Somit kénnen wir die Ableitung auch wie folgt definieren:
¥ Definition
Alternative Definition der Ableitung

Sei f : D — R eine Funktion und Z € D ein Haufungspunkt von D. Die
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Funktion f ist genau dann im Punkt Z differenzierbar mit der Ableitung
f'(z) € R, wenn eine Funktion § : D — R existiert, so dass
fla) = f@)+ (@) (z - 7) + 6(x)

und lim, .z 2@ = 0 gelten.

r—I

44.6 Beispiele

Beispiel einer differenzierbaren Funktion

flz) =2z

+
2

Graph der Quadratfunktion (150) Die Ableitungsfunktion der
Quadratfunktion mit der
Zuordnungsvorschrift f(z) = 2z
(151)

Beispiel

Quadratfunktion ist an der Stelle 3 ableitbar

Die Quadratfunktion f : R — R : = — z” ist ableitbar an der Stelle
xo = 3 mit der Ableitung 6. Dieses Resultat erhalten wir, wenn wir den
Differentialquotienten an der Stelle zo = 3 auswerten:

£ (3) = lim G+ = f6) _ lim B+h)? -3

h—0 h h—0 h
2 2
— im 2HORFRT =9 R RT i 64 )
h—0 h h—0 h h—0
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Der letzte Ausdruck zeigt, dass der Differenzenquotient gleich 6 + h fur
h # 0ist (fur h = 0 ist der Differenzenquotient nicht definiert, weil sonst
durch Null geteilt wird). Nun missen wir den Grenzwert von 6 + h flr
h — 0 bestimmen:
lim(6+h)=6+0=56
h—0
Damit ist die Ableitung von f an der Stelle xzo = 3 gleich 6, also f'(3) = 6.
Analog konnen wir die Ableitung von f an einer beliebigen Stelle £ € R
bestimmen:

b e f@E+R)—f(E) . (E4+h)?—7F
FO=lm= =
B4 2zh+h*—3% . 2ih+ A
= |lim = lim ——
h—0 h h—0
= lim (2% + h) = 2%
h—0

Damit ist die Ableitung der Quadratfunktion an der Stelle Z gleich f'(Z) =
2%. Die Ableitungsfunktion von f ist damit die Funktion f' : R - R : z
2z.

Beispiel einer nicht differenzierbaren Funktion

Die Betragsfunktion ist an der Stelle £ = 0 nicht ableitbar. (152)
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Beispiel
Betragsfunktion ist nicht differenzierbar

Wir betrachten die Betragsfunktion f : R — R,z +— |z| und prufen, ob
sie an der Stelle zo = 0 ableitbar ist. Hier wahlen wir die Folgen (zn )nen,
(i'n)nEN und (i'n)nEN mit

1

Tp = E, .'Enzfg, jn:(fl)n

3=

Diese konvergieren alle gegen z¢ = 0. Nun betrachten wir die Differential-
quotienten zu den einzelnen Folgen. Fur (z,)nen ergibt sich:

1 1
— = —10 2
jim @) = F@o) _ iy ‘"1‘ O im n
n— o0 Ty 7(EO n— oo — —O n—,o00 —
n n
= lim1=1
n—oo

FUr (Zn)nen bekommen wir:

~ 1 1
— — 10 1
jim L@ = @0 _ e 12l 200
n—oo Tn — X0 n—oo  —- -0 n—oo —--
= lim -1=-1
n—r o0
FUr (Zn)nen gilt:
) — -DH*i—10
lim f(mzl) fxo) _ i I(=1) "1| |0]
n—soo Tn — To n— oo (—1)”5—0
1
= Sy G

Dieser Grenzwert flr die Folge (£, )nen existiert nicht. Wir sehen daher,
dass je nach gewahlter Folge (an)nen der Grenzwert limy,_ oo %
unterschiedlich ist oder nicht existiert. Damit existiert nach Definition
auch nicht der Grenzwert lim,_, %ﬁ_éxo),womit die Funktion f an der

Stelle zo = O nicht ableitbar ist. Die Betragsfunktion besitzt am Nullpunkt
keine Ableitung.
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44.7 Links- und rechtsseitige Ableitung
Definition

Die Ableitung einer Funktion f : D — R ist der Grenzwert des Differenzen-
quotienten % fur x — Z. Der Differenzenquotient kann dabei als eine
Funktion D \ {Z} — R aufgefasst werden, die fir alle x € D auBer flirz =2
definiert ist. Damit handelt es sich beim Grenzwert lim,_z % um
einen Grenzwert einer Funktion.

Die Begriffe linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert konnen auch fur den
Differenzenquotienten betrachtet werden. So erhalten wir die Begriffe ,links-
seitige” beziehungsweise ,rechtsseitige” Ableitung. Bei der linksseitigen
Ableitung werden nur Sekanten links von der betrachteten Stelle evaluiert.
Es werden also nur Differenzenquotienten W betrachtet, beiderz <
ist. Dann wird Uberpruft, ob diese Differenzenquotienten fiir den Grenzlber-
gang x — T gegen eine Zahl konvergieren. Wenn ja, dann ist diese Zahl der
linksseitige Grenzwert. Also:

f_l(i') —lim f(l‘) — f(‘%)

z1E r—T

Dabei ist f_'(Z) die Schreibweise flr die linksseitige Ableitung von f an der
Stelle z. Damit dieser Grenzwert Sinn ergibt, muss es mindestens eine Folge
(zn)nen Von Argumenten geben, die von links gegen Z konvergiert. Es muss
also z ein Haufungspunkt der Menge DN (—o0,Z) = {x € D : x < &} sein.
Definition
Linksseitige Ableitung
Sei f : D — R eine Funktion und Z ein Haufungspunkt der Menge {z €
D : z < z}. Die Zahl f_'(Z) ist die linksseitige Ableitung von f an der
Stelle 2, wenn gilt

f;,(i‘) — lim f(x) — f(j)

z1i r—T

Dies ist dquivalent dazu, dass fur alle Folgen (zn)nen aus Nmitz, € D
und z, < T sowie limy, 500 Tn = T gilt
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f,/(.ff)z lim flzn) — f(7)

n— 00 Tn — i‘

Auf analoge Weise kann die rechtsseitige Ableitung folgendermaBen defi-
niert werden:

Definition

Rechtsseitige Ableitung

Sei f : D — R eine Funktion und Z ein Haufungspunkt der Menge {z €
D : x > 7}. Die Zahl f/(%) ist die rechtsseitige Ableitung von f an der
Stelle Z, wenn gilt

) — tiem @) = (@)
f(@) = lim =——=
Dies ist dquivalent dazu, dass fir alle Folgen (zy,)neny aus Nmitz,, € D
und x, > Z sowie limy,_ o xn = T gilt
flzn) — 1(2)

F4/(&) = lim !

n— 00 Tp — T

Funktionen besitzen an einer Stelle in ihrem Definitionsbereich nur dann
einen Grenzwert, wenn sowohl der linksseitige als auch der rechtsseitige
Grenzwert an dieser Stelle existieren und beide Grenzwerte Ubereinstimmen.
Diesen Satz konnen wir direkt auf Ableitungen anwenden:

Eine Funktion ist an einer Stelle in ihrem Definitionsbereich genau dann
ableitbar, wenn dort sowohl die linksseitige als auch die rechtsseitige
Ableitung existieren und beide Ableitungen Ubereinstimmen.

Beispiel

Wir haben bereits gezeigt, dass die Betragsfunktion f: R — R : x — |z| an
der Stelle £ = 0 nicht differenzierbar ist. Jedoch kénnen wir zeigen, dass die
rechtsseitige Ableitung an dieser Stelle existiert und gleich 1 ist:

/ . flz)—f(O) _ . |z[—]0]
F+ (0) J?Q rz—0 z'ﬂ? T
lz>0 = |z|=2
—1im T _im1=1
z]0 x x]0
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Analog konnen wir zeigen, dass die linksseitige Ableitung an derselben Stelle
gleich —1 ist:

1y e F(@) = £(0) . |z[ = |0]
f*(o)_l.q!?c} z—0 _IJ,?Q x
J{ZI,‘<0 = |z| = —=
—im =20 im—i = 1
10 x 10

Weil die rechtsseitige und die linksseitige Ableitung nicht Ubereinstimmen,
ist die Betragsfunktion an der Stelle £ = 0 nicht ableitbar. Sie besitzt dort
zwar links- und rechtsseitige Ableitungen, aber keine Ableitung.

44.8 Zusammenhang zwischen Differenzierbarkeit,
Stetigkeit und stetiger Differenzierbarkeit
Stetige Differenzierbarkeit einer Funktion f impliziert ihre Differenzierbar-

keit, woraus wiederum ihre Stetigkeit folgt. Die Umkehrungen gelten im
Allgemeinen nicht, wie wir im Laufe dieses Abschnitts sehen werden:

Stetige Differenzierbarkeit
=> Differenzierbarkeit
=> Stetigkeit
Die erste Implikation folgt direkt aus der Definition: Eine Funktion f heiBt
genau dann stetig differenzierbar, wenn sie differenzierbar ist und die Ablei-

tungsfunktion f’ stetig ist. Damit sind stetig differenzierbare Funktionen
auch differenzierbar. Die zweite Implikation zeigen wir im Folgenden.

Jede differenzierbare Funktion ist stetig

Wir zeigen nun, dass jede an einer Stelle differenzierbare Funktion an dieser
Stelle auch stetig ist. Damit ist Differenzierbarkeit eine starkere Forderung
an eine Funktion als Stetigkeit:
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Satz

Sei f: D — R mit D C R eine Funktion, die an der Stelle £ € D differen-
zierbar ist. Dann ist f im Punkt Z stetig. Damit gilt auch: Jede differenzier-
bare Funktion f ist stetig.

Beweis

Sei (zn)nen eine beliebige Folge in D, die gegen & konvergiert. Da f in & €
D differenzierbar ist, gibt es eine Funktiond : D — Rmitlimg_z j@z) =0,
sodass furalle z in D gilt

flx)=f@) + f(&) - (z— )+ 6(x)

Wir haben uns bereits Uberlegt, dass dann auch lim;—3 d(z) = 0 gilt.
Wegen lim, oo , = & muss also lim, . 6(z,) = 0 gelten. Insgesamt
erhalten wir somit:

lim f(zn)

| fl@)=7@) + (@) (x—2)+d(x)
= i J@) + @) (0~ 8) +0(an)

| Limes auseinanderziehen

= lim f(&) + lim f/(@)- (@n — &)+ lim &(zn)
n—oo N~ n—o0o N—— n—)oov
—f(z) —0 —0
=f(@) +0+0

= f(@)

Den Limes durften wir hier auseinanderziehen, da die Grenzwerte lim, o f(Z) =
F(@),limpseo f/(Z) - (T — ) = 0und limp 0 8(z,) = 0 existieren. Nach

dem Folgenkriterium flr Stetigkeit gilt wegen lim, .« f(z,) = f(Z),dass

f an der Stelle z stetig ist.

Alternativer Beweis

Sei (zn)nen eine Folge aus D, die gegen Z konvergiert und deren Folgenglie-
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derungleich Z sind.Esistalso lim, o0 (2 —Z) = 0und z, — & # 0 fUr alle
n € N.Da find € D differenzierbar ist, gilt f'(&) = lim, o {Z2)={E),
Die Ableitung von f im Punkt Z ist eine reelle Zahl. Dann gilt:

lim f(zn) — f(2)

IVvneN:z, —2#0
iy U3) = @) 0= 5)

n—oo In T

J Limes auseinanderziehen

lim M lim (zn — 2)
n— oo Tn — T T OO0 e
(@) -
=f'(z)-0

Den Limes durftenwir hier auseinanderziehen,dadie Grenzwerte lim,,_ W =
F'(@) und liMmp o0 (zn — &) = 0 existieren. Damit ist lim, o0 f(zn) =

/(&) solange die Folge (z,)nen maximal endlich oft den Wert & aufweist

und x, — & geht.

Sei nun (Z»)nen eine beliebige Folge aus D, die gegen Z konvergiert und
deren Folgenglieder unendlich oft gleich dem Wert & sind. Nun haben wir
gezeigt, dass der Grenzwert der Teilfolge von (&,)nen mit Folgenglieder
ungleich Z gleich f(&) ist. Auch die Teilfolge von Folgeglieder gleich &
konvergiert als konstante Folge gegen f(Z). Somit kann man die Folge
(f(Zn))nen in zwei Teilfolgen zerlegen, die beide gegen f(Z) konvergieren.
Insgesamt ergibt sich so lim, o f(Zn) = f(Z).

Furjede Folge (2, )nen aus D, die gegen & konvergiert, ist somit lim,,— o0 f(Zn) =
f(Z). Nach dem Folgenkriterium fir Stetigkeit gilt dann, dass f an der
Stelle 7 stetig ist.
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Anwendung: Unstetige Funktionen sind nicht differenzierbar

Aus dem vorherigen Abschnitt wissen wir, dass jede differenzierbare Abbil-
dung stetig ist. Also:

Differenzierbarkeit = Stetigkeit

Wenn wir auf diese Implikation das Prinzip der Kontraposition anwenden,
dann folgt: Unstetige Funktionen sind nicht differenzierbar:

Unstetigkeit = Nichtdifferenzierbarkeit

Nicht jede differenzierbare Funktion ist stetig differenzierbar

Im folgenden Beispiel greifen wir Kenntnisse Uber Ableitungsregeln vor,
die wir erst im nachsten Kapitel ausfihrlicher behandeln werden. Da jene
allerdings meist schon aus der Schule bekannt sind, fiihren wir das Beispiel
bereits jetzt vor:

Beispiel

Beispiel einer differenzierbaren, aber nicht stetig differenzierbaren Funk-

tion
Wir werden zeigen, dass folgende Funktion Uberall differenzierbar ist,
aber die Ableitungsfunktion nicht an jedem Punkt stetig ist:

2 ain (1
-sin (= 0
fRoRizw f(z)= “ (““) 7
0 =0
Fur Z # 0 ist die Funktion nach der Produkt- und Kettenregel in jedem
Punkt unendlich oft stetig differenzierbar. Wir werden nun die Differen-
zierbarkeit an der Stelle £ = 0 betrachten. Es gilt

h*sin (+) — 0 1

! = 'rn 7h = .rn . si —_ =

FO) = }|z|—>0 h 1|1|—>0\/h sin (h) 0
—0

e[-1,1]

Also ist f an der Stelle £ = 0 differenzierbar mit dem Ableitungswert
f'(0) = 0.Jedoch ist die Ableitungsfunktion f’ an der Stelle Z = 0 nicht

406



44.8 Zusammenhang zwischen Differenzierbarkeit, Stetigkeit und stetiger
Differenzierbarkeit

stetig. Um dies zu zeigen, missen wir die Ableitungsfunktion ermitteln.
Fir Z # 0 folgt aus der Produkt- und Kettenregel:

() e () ()
an(2) ()

Zusammen mit dem Ableitungswert f'(0) = 0 erhalten wir somit die
Ableitungsfunktion

2z-sin(1) —cos () x#0

x

f:]R—>R:a7»—>f(x)—{o e0

Um die Unstetigkeit von f’ bei & = 0 zu zeigen, verwenden wir die Folgen-
definition von Stetigkeit. Sei dazu (z,)nen die Folge mit x,, = ﬁ Es gilt
liMmp oo zn = 0. Wenn f’ stetig ware, musste nach dem Folgenkriterium
liMp—oo f/(zn) = 0= f(0) = f' (liMmnh— oo Tr) gelten. Nun ist aber

lim f'(z,) = lim <2mn - sin (i) — cos <L)>
n—oo n—oo In Tn

lim (2L -sin(nm) — cos(mr))

n—oo nm
1
=i 2—-0—(-1)"
tim (200~ (-1")
= lim —(-1)"
n— oo

Der Grenzwert lim, o (—1)" existiert nicht, denn die Folge ((—1)"),,cx
besitzt die beiden Haufungspunkte 1 und —1. Damit folgt, dass f’ an der
Stelle £ = 0 nicht stetig ist. f ist somit zwar differenzierbar, aber nicht
stetig differenzierbar.
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Kapitel 45
Ableitungsregeln

Wir haben im letzten Kapitel die Ableitungsfunktion f' : D — R einer dif-
ferenzierbaren Funktion f : D — R folgendermaBen definiert: f'(Z) :=
limz—z % Das ist jedoch oft eine sehr umstandliche Art, die Ablei-
tungsfunktion einer konkret gegebenen Funktion zu ermitteln. Nimm zum
Beispiel die Funktion g : R — R mit g(x) = z* - In(z). Zur Berechnung ihrer
Ableitung mussten wir lim;_z %f'”(z) fur jedes € R bestimmen.

P
Idealerweise finden wir eine Zuordnungsfunktion fur die Ableitungsfunkti-
on, mit der wir diese direkt berechnen kdnnen und uns den Weg Uber den
Differentialquotienten sparen. Das Schone ist, dass es Ableitungsgesetze
gibt, mit denen eine zusammengesetzte Funktion auf Ableitungen ihrer
Basisfunktionen zurlickgefuhrt wird.

45.1 Ubersichtstabelle der Ableitungsregeln

Sind f und g differenzierbare Funktionen, so dass die Kompositionen a f mit
aeR, f+g fg, g und f o g jeweils definiert und differenzierbar sind. Dann
gelten die folgenden Ableitungsregeln:

Name Regel
Faktorregel (af) = af’
Summen- / Differenzenregel (f+g) =f %4
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45.2 Merkregeln

Produktregel (f9)' = f'g+ fg'
/ ! !
Quotientenregel (5) — af ;fg
! ’
Reziprokenregel (%) =—4

Kettenregel (fo

Spezialfalle der Kettenregel C2Vf
(expof) = (expof) - f'
(Inof) =%
—1\/ _ 1
Inversenregel (f~) = Fo=T

45.2 Merkregeln

Folgende Regeln erleichtern das Merken der einzelnen Ableitungsregeln:

Faktorregel (af)’ = af': Die Ableitung ist linear und kann damit direkt in
ein Produkt einer Funktion mit einer Zahl reingezogen werden.

Summen- und Differenzenregel (f +g)’ = f' £ g': Die Ableitung ist linear und
kann damit direkt in die Summe zweier Funktionen reingezogen werden.

Produktregel (fg)' = f'g + fg': ,Erste Funktion ableiten, zweite bleibt
stehen plus zweite Funktion ableiten, erste bleibt stehen®

4 ’ ’
Quotientenregel (g) = 25=19°: NAZ-ZAN ist die Merkregel fir den Zahler
(.Nenner Ableitung Zahler minus Zahler Ableitung Nenner®)

/ ’
Reziprokenregel (%) = —;’—2: Dies ist der Spezialfall der Quotientenregel
mit f = 1 (Zahler ist konstant 1).

Kettenregel (fog)' = (f'og)-g':.Ableitung duBere Funktion mal Ableitung
innere Funktion®. Vorsicht, in die Ableitung der auBeren Funktion muss
die innere Funktion eingesetzt werden. Auch darf das Nachdifferenzieren
der inneren Funktion nicht vergessen werden.
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Kapitel 46

Ableitung der Umkehrfunktion

Im folgenden Artikel werden wir untersuchen, unter welchen Voraussetzun-
gen die Umkehrfunktion einer bijektiven Funktion in einem Punkt diffe-
renzierbar ist. AuBerdem werden wir eine Formel herleiten, mit der wir die
Ableitung der Umkehrfunktion explizit bestimmen koénnen. Das praktische
an dieser ist, dass wir damit die Ableitung an bestimmten Punkten bestim-
men konnen, selbst wenn wir die Umkehrfunktion nicht explizit kennen.

46.1 Motivation

Betrachten wir zunachst als Beispiel eine lineare Funktion. Fur diese ist
es sehr einfach, die Ableitung der Umkehrfunktion zu bestimmen. Nicht-
konstante lineare Funktionen sind namlich auf ganz R bijektiv und damit
umkehrbar. In diesem Fall konnen wir die Umkehrfunktion explizit berech-
nen und danach ableiten. Konkret wahlen wir f : R — R mit f(z) = 2z — 1.
Die Umkehrfunktion lautet

FTUR=R: Ty =5y + 3
f~"istauf ganz R differenzierbar und (f~')'(y) = 1 firalley € R.

Betrachten wir als ndchstes die Funktion f(z) = 22 Hier miissen wir zu-
nachst aufpassen, da sie nicht auf ganz R injektiv, und damit nicht um-
kehrbar ist. Schranken wir den Definitions- und Wertebereich jedoch auf
Ry ein, soist f: Ry — R{, f(x) = x? bijektiv. Die Umkehrfunktion ist die
Quadratwurzelfunktion

FTURG =Ry [T y) = VY
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46.1 Motivation

Bei der Differenzierbarkeit missen wir eine weitere Sache beachten: f~! ist
in y = 0 nicht differenzierbar. Dies kdnnen wir mit Hilfe des Differentialquo-
tienten, oder auch durch die folgende Uberlegung zeigen:

Da die Wurzelfunktion f~! die Umkehrfunktion der Quadratfunktion f ist,
gilt f~ o f = id. In null gilt damit insbesondere

=10
Wire nun f' in null differenzierbar, wiirde mit der Kettenregel

=0

—_
(F7H(£(0)) - £(0) = id'(0)
=0 =1

gelten. Also kann f~* in null nicht differenzierbar sein. Auf R ist f~* hinge-
gen differenzierbar, und es gilt

YW = o5

Dieses Beispiel zeigt also, dass es vorkommen kann, dass f~! nicht auf
dem gesamten Definitionsbereich differenzierbar ist, obwohl f Gberall diffe-
renzierbar war. Konkret liegt das daran, dass f'(f1(0)) = f/(0) = 0 ist, wie
wir spater sehen werden.

Inden beiden Beispielen war es also relativ einfach die Ableitung der Umkehr-
funktion zu bestimmen. Wie sieht es aber mit komplizierteren Funktionen,
zum Beispiel In als Umkehrfunktion von exp aus? Hier kdnnen wir nicht so
einfach die Ableitung der Umkehrfunktion berechnen. Oder was passiert,
wenn sich eine bijektive Funktion gar nicht explizit umkehren lasst? Gibt
es dann dennoch eine Moglichkeit die Ableitung der Umkehrfunktion zu
bestimmen? In diesen Fallen ware es naturlich gut, wenn wir eine aligemeine
Formel hatten, mit der wir die Ableitung von f~! aus der Ableitung von f
bestimmen kénnten. Wenn wir uns die Ableitung aus dem zweiten Beispiel
nochmal ansehen, dann fallt Folgendes auf:

—1y/ S 1 _ 1
(f )= 27— 2f1(y) — FU L)
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Da f~'(y) = yfiralley € R" und f'(z) = 2z fur allex € R ist. Sehen wir
uns das erste Beispiel nochmal an, so gilt dort ebenfalls

—1\/
)W) =3= 570y

Die Frage ist nun, ob dies Zufall ist, oder ob diese Formel unter gewissen
Voraussetzungen auch allgemein gilt? Setzen wir voraus,dass f: D = W
inzec Dund f~': W — Dinj = f() € W differenzierbar ist, dann kon-
nen wir uns die Formel allgemein herleiten. Dazu verwenden wir denselben
Ansatz, den wir oben fur die Nicht-Differenzierbarkeit der Quadratwurzel-
funktion in null verwendet haben: Fur alley € W gilt

y=rf("" )
Leiten wir nun auf beiden Seiten an der Stelle g ab, so gilt nach der Kettenre-
gel
L=f7@) - '@

Hierbei haben wir verwendet, dass f in f~!(§) = & und f~* in § differenzier-
bar sind. Nun dividieren wir noch auf beiden Seiten durch f'(f~*(%)) (geht
naturlich nur, wenn der Ausdruck ungleich null ist), und erhalten

N 1
@) = F=Gy
beziehungsweise
P |
@) = 5

Die Formel gilt also unter diesen Voraussetzungen auch allgemein. Die Frage
ist nun noch, unter welchen Bedingungen an f die Ableitung von f~' sicher
existiert.

e Zum einen muss die f ' existieren. Dies ist genau dann der Fall, wenn f
bijektiv ist, was wiederum genau dann der Fall ist, wenn f surjektiv und
streng monoton ist.

e Wie wir oben gesehen haben muss f im Punkt & = f’l(y) differenzierbar
sein mit f'(z) # 0.
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46.2 Satz Gber die Ableitung der Umkehrfunktion

e Wir werden sehen, dass wir noch eine weitere Voraussetzung bendtigen,
namlich dass f~' in § stetig ist. Ist der Definitionsbereich D von f ein
Intervall, soistdies nach dem Satz Uber die Stetigkeit der Umkehrfunktion
immer erfullt.

Unter genau diesen Voraussetzungen werden wir einen Satz formulieren
und beweisen. AnschlieBend untersuchen wir noch ein paar Beispiele.

46.2 Satz uber die Ableitung der Umkehrfunktion

Satz und Beweis

Satz

Ableitung der Umkehrfunktion

Seien D, W C Rund D ein Intervall. Weiter sei f : D — W eine surjektive,
streng monotone Funktion, die in & € D differenzierbar ist mit f'(z) #
0. Dann hat f eine Umkehrfunktion f™' : W — D, diein § := f(&)
differenzierbar ist, und es gilt:

Erklarung
Ableitung der Umkehrfunktion

Anmerkungen:
 Die Surjektivitat von f ist gleichwertig mit W = f(D).

e Ist f auf ganz D differenzierbar, so lasst sich nach dem Monotoniekrite-
rium die strenge Monotonie am einfachsten duch f’ > 0 beziehungs-
weise f' < 0 Uberprufen.

* Wie wir an der Ableitung der Quadratwurzelfunktiony — /yingy =
f(Z) = 0 oben gesehen haben, darf die Voraussetzung f'(Z) # 0 auf
keinen Fall weggelassen werden.
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e Der Satz gilt auch noch etwas allgemeiner, falls D kein Intervall ist.
Dann muss aber zuséatzlich gefordert werden, dass f~! in § stetig
ist. AuBerdem mussen ¥ beziehungsweise § Haufungspunkte von D
beziehungsweise W sein.

e Ist f zusatzlich noch stetig, so folgt, nach dem Satz von der Stetigkeit
der Umkehrfunktion, dass W ein Intervall ist.

Zusammenfassung
Ableitung der Umkehrfunktion

Zunachst begriinden wir, dass f~! existiert. AnschlieBend folgern wir mit

Hilfe des Satzes Uber die Stetigkeit der Umkehrfunktion, dass f stetig

1 1,
ist. Danach zeigen wir, dass der Differentialquotient lim %
y—y

existiert, und den Wert W hat. Das heiBt, dass fiir jede Folge (y»)
i S gilt lim ) =T 1
mity, = g gilt im —=r=—= = v=15y-

Beweis

Ableitung der Umkehrfunktion

f D — W ist surjektiv und streng monoton, also bijektiv. Also existiert

die Umkehrfunktion f~! : W — D. Da wir angenommen haben, dass

D ein Intervall ist folgt, nach dem Satz Gber die Stetigkeit der Umkehr-

funktion, dass f~* stetig auf W ist. Es gilt damit lim f~*(y) = f~1(%)
y—y

mit § := f(Z) € W.Sei nun (yn)nen = (f(zn))nen €ine Folge in W mit

limy o yn = g, dann gilt
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46.2 Satz Gber die Ableitung der Umkehrfunktion

e O a0

n—>o0 Yn — 4

L £ () = g und £(F @) = 3
. f_l(yn)_f_l(g)

M T e) — FU1 ()

. 1
= m ST @
F L)~ 1(5)

L ) =zaund f7H(G) =

=M i@

o
lim f(@n) = f(&)

n— oo Tn—T

1 f differenzierbar in 2

Also ist f~! in §j differenzierbar und es gilt (f~')'(§) = m
Alternativer Beweis
Ableitung der Umkehrfunktion

Eine weitere Beweismoglichkeit benutzt eine aquivalente Charakterisie-
rung der Ableitung: f istin £ € D genau dann differenzierbar, wenn es
eine in  stetige Funktion ¢ : D — W gibt mit

Ist dies der Fall, so gilt ¢(Z) = f'(&). Da weiter nach Voraussetzung f(Z) =
»(Z) # 0und f streng monoton ist, folgt ¢(z) # 0 fir alle x € D. Setzen
wirnuny = f(z) und z = £~ (y), so lautet die obige Gleichung
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Kapitel 46 Ableitung der Umkehrfunktion

y=g=¢(f W)~ @)
Dies ist nun aquivalent zu
1 = _ 1 -
V)R () 7¢(f_1(y))(y v)
Dagund f~'in g = f(&) € W stetig sind, ist auch ﬁ stetig in §. Be-

nutzen wir nun nochmal die aquivalente Cahrakterisierung der Stetigkeit,
so folgt aus der letzten Gleichung, dass f~! differenzierbar ist in § mit

Merkregel und graphische Veranschaulichung zur Formel

dx

dy

f(Xo) [+ |
/ dy|

fiyo)

Xo

Yo

Graph von f mit Ableitung L )
F/(zo) = 92 = m (153) Graph von f7" mit Ableitung

o (f 1) (o) = & = L (154)

dx m

Mit Hilfe der Leibnizschen Notation fiir die Ableitung lasst sich die Formel
der Ableitung der Umkehrfunktion durch einen einfachen Bruchrechentrick
veranschaulichen: Fir f~!(y) = z und f(z) = y gilt

dr 1
d.,  dy
dy ﬁ

Auch graphisch kénnen wir die Formel klar machen: Ist die Funktion f im
Punkt zo differenzierbar, so entspricht f'(xo) der Steigung der Tangente an
dem Graphen in (zo|f(z0)). Es gilt daher

£ao) = G =m
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46.2 Satz Gber die Ableitung der Umkehrfunktion

Den Graphen der Umkehrfunktion erthalten wir nun in zwei Schritten:

1. Zunachst mussen wir den Graphen von f um 90° (im bzw. gegen den
Uhrzeigersinn) drehen. Der daraus entstandene Graph hat im Punkt zo
die Steigung — L, da die Tangente in diesem Punkt senkrecht auf der
urspruinglichen Tangente steht.

2. AnschlieBend mussen wir den Graphen noch (horizontal bzw. vertikal)
spiegeln. Dabei dreht sich das Vorzeichen der Tangentensteigung um.

Insgesamt erhalten wir

P (o) = (F7 (o) = 32 = - (—f) _ L
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Kapitel 47

Beispiele fur Ableitungen

In diesem Kapitel wollen wir die wichtigsten Beispiele von Ableitungen zu-
sammenfassen. Mit Hilfe der Rechengesetze fiir die Ableitung zusammenge-
setzte Funktionen ebenfalls abgeleitet werden.

47.1 Tabelle wichtiger Ableitungen

In der folgenden Tabelle istn € N, g € Z und 72 € No. AuBerdem definieren
wira,b,c € R,ar € Rundp € RT.

Funktionsterm Term der Definitionsbereich der
Ableitungsfunktion Ableitung

c 0

z" nz™ ! R

ax+b a R

az?® + bz + ¢ 2ax + b R

ZZ:O arz® ZZ:I arpkzt ! R

: —z R\ {0}

"= — =T R\ {0}
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n

x4
exp(z) =e”
p® = exp(zInp)

z* =exp(alnz)

In|z|
log, || = izl
sin(x)

cos(x)

tan(z) = ;‘)’;“;
sec(z) = cosl(ﬁ)
csc(xr) = Sinl(z)
cot(x) = &2
arcsin(z)
arccos(zx)
arctan(z)
arcot(r)

sinh(z) = 876725_1
cosh(z) = %
tanh(z) = sohz
arsinh(z)

47.1 Tabelle wichtiger Ableitungen

—L = 1—tanh®(z)

{R qEZT

R\ {0} qeZ~

R+

R+

R+

R

R

{R a>0
R\ {0} a<0

R\ {0}

R\ {0}

R

R

R\ {Z + krlk € Z}
R\ {Z + knlk € Z}
R\ {kn|k € Z}
R\ {kn|k € Z}
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Kapitel 47 Beispiele flir Ableitungen

arcosh(x) L (1, 00)
artanh(z) s (-1,1)
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Kapitel 48

Ableitung hoherer Ordnung

48.1 Motivation

o 1 2 3 4 5 6 7

Diagramm fur Ort, Geschwindigkeit, Beschleunigung und Ruck eines
Objekts. Der Ort ist die tlirkise Linie. Die Geschwindigkeit (violett) steigt, ist
dann zwischen x = 3 und z = 4 konstant und fallt dann wieder auf Null ab.
Sobald die Geschwindigkeit abfallt, wird die Beschleunigung (griin) negativ.
Ein Ruck spielt sich nur in nicht konstant beschleunigten Bereichen ab und
ist eine Stufenfunktion. Deshalb ist die Ableitung des Rucks auch Null (bei
den Sprungstellen ist die Ableitung nicht definiert). (155)

Die Ableitung f’ beschreibt die momentane Anderungsrate der Funktion f.
Nun kann man die abgeleitete Funktion f’ wieder ableiten, vorausgesetzt,
dass diese wieder differenzierbar ist. Die gewonne Ableitung der Ableitung
wird zweite Ableitung bzw. Ableitung zweiter Ordnung genannt und mit f” oder
@ bezeichnet. Dies lasst sich beliebig oft durchfiihren. Wenn die zweite
Ableitung wiederum differenzierbar ist, so erhalt man die dritte Ableitung
f®), danach die vierte Ableitung f* usw..

421



Kapitel 48 Ableitung héherer Ordnung

Diese hoheren Ableitungen gestatten Aussagen Uber den Verlauf eines Funk-
tionsgraphen. Die zweite Ableitung sagt zum Beispiel aus, ob ein Graph oben
gekrimmt (,konvex*) oder nach nach unten gekrimmt (,konkav®) ist. Bei
konvexen Graphen von differenzierbaren Funktionen nimmt seine Steigung
kontinuierlich zu. Hierfur ist f”(z) > 0 eine hinreichende Bedingung. Wenn
namlich die zweite Ableitung stets positiv ist,dann muss die erste Ableitung
kontinuierlich wachsen. Analog folgt aus f”(z) < 0, dass der Graph konkav
ist und die Ableitung monoton fallt.

Um die Aussagekraft hoherer Ableitungen genauer zu verdeutlichen betrach-
ten wir die Funktion f : [a,b] — R mit f(t) = t> + 2, welche den Ort f(t)
eines Autos zum Zeitpunkt ¢t angeben soll. Wir wissen schon, dass wir die Ge-
schwindigkeit des Autos zum Zeitpunkt¢ mit der ersten Ableitung berechnen
kénnen: f'(t) = f(t) = 3t%. wWas sagt nun die Ableitung f”(t) von f’ aus?
Diese ist die momentane Anderungsrate der Geschwindigkeit und damit die
Beschleunigung des Autos. Es beschleunigt mit f”(t) = £ (t) = 6t.

Nun kann man diese zweite Ableitung wieder ableiten, wodurch wir die mo-
mentane Anderungsrate der Beschleunigung f”(t) = f® (t) = 6 erhalten.
Diese wird in der Fahrdynamik Ruck genannt und sagt aus, wie schnell ein
Auto die Beschleunigung erhoht oder wie schnell es die Bremsung einleitet.
Ein groBer Ruck entsteht zum Beispiel bei einer Notbremsung. Da f(3)(t) <0
bei einer Notbremsung ist, ist der Graph der Geschwindigkeit f’ konvex —
die Geschwindigkeit fallt immer starker. Die vierte Ableitung f*(t) = 0 sagt
uns wiederum, dass der Ruck keine momentane Anderungsrate hat.

48.2 Definition

Definition
Ableitungen hoherer Ordnung

Sei f : D — W mit D,W C R eine reellwertige Funktion. Wir setzen
f© .= fund im Fall der Differenzierbarkeit f™) = f’. Wir definieren die

! /
zweite Ableitung tber f(?) = (f(l)) , die dritte Ableitung iiber f3) = (f<2))
usw., wenn diese hoheren Ableitungen existieren. Insgesamt definieren
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48.2 Definition

wir rekursiv fur k£ € Ng:
FOHD (fuﬂ))’

Wir sagen, f ist k-mal differenzierbar, wenn die k-te Ableitung f* von f
existiert. f heiBt k-mal stetig differenzierbar, falls f(*) stetig ist.

Die Menge aller k-fach stetig differenzierbaren Funktionen mit Definitions-
bereich D und Wertebereich W wird mit C*(D, W) notiert. Insbesondere
besteht C°(D, W) = C(D,W) aus den stetigen Funktionen. Falls wir die
Funktion f beliebig oft ableiten konnen, so schreiben wir f € C*°(D,W). Ist
W =R, so kénnen wir kiirzer C*(D) beziehungsweise C>°(D) schreiben. Es

gilt:
C(D,W)2CYD,W)DC*(D,W)D...2C"D,W)DC*(D,W)

Frage
Verstandnisfrage
Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

1. |z| € C(R)

2. |z| € C*(R)

3. sgn(z) € C(R)
4. sgn(x) € C*(R)
5 z e CR)

6. v € C'(R)
Losungen:

1. wahr

2. falsch

3. falsch

4. falsch
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Kapitel 48 Ableitung héherer Ordnung

5. wahr

6. wahr

48.3 Beispiele flir hohere Ableitungen

Ableitungen der Potenzfunktion

Beispiel
Ableitungen der Potenzfunktion

Wir betrachten die Funktion f : R — R,z — 2 Diese Funktion ist
unendlich oft differenzierbar, denn es gilt fir alle z € Rund alle k €

N k> 3:
f(z) =22
fl()=2
f(k) -0

Allgemein giltfur f : R =+ R,z — 2" mitn € N:
/(@) = na""
fPa)y=nn-1)-...-(n—k+Dz" Ffirk<n

& =ofirk >n

Ableitungen der Exponentialfunktion

Beispiel
Ableitungen der Exponentialfunktion

Fur die Exponentialfunktion exp : R — R folgt wegen exp’(z) = exp(z)
fur alle z € R unmittelbar exp € C*° (R, R). AuBerdem gilt fur alle k € N:
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48.3 Beispiele flir héhere Ableitungen

exp™ (z) = exp(c)

Ableitungen der Sinusfunktion

Beispiel
Ableitungen der Sinusfunktion

Die Funktion sin : R — R ist unendlich oft stetig differenzierbar. Fur alle
z € Rgilt:

sin’(x) = cos(x)
sin”(z) = cos’(z) = — sin(x)
sin”’(z) = (= sin)'(z) = — cos(x)

sin® () = (= cos) (z) = sin(z)

Allgemein gilt fur alle n € No:
sin®"* () = cos(x)
sin®"*? () = cos’(z) = — sin(x)
sin®"*¥) (1) = (= sin)’(z) = — cos(x)
sin™(z) = (= cos) (z) = sin(x)
Frage

Verstandnisfrage
Wie lauten analog die Ableitungen von cos : R — R? Fir z € R gilt

cos’(z) = —sin(x)
cos” (z) = — cos(x)
cos’’(z) = sin(z)

cos™(z) = cos(z)
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Kapitel 48 Ableitung héherer Ordnung

Allgemein gilt somit fur alle n € Np:

cos*" ™ (z) = —sin(x)
cos" ) (z) = — cos(xz)
cos" ) (z) = sin(x)

)

sin
cos*™ (z) = cos(z)
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Kapitel 49

Satz von Rolle

49.1 Motivation

Satz von Rolle — Veranschaulichung und Erklarung (YouTube-Video vom Kanal
MJ Education ) (156)

Wir wissen bereits vom Satz vom Minimum und Maximum, dass eine stetige
Funktion f auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] ein Maximum und ein
Minimum annimmt:

___—Maximum

f(b)

f(a)

“TMinimum
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Kapitel 49 Satz von Rolle

Dies gilt natlrlich auch, wenn f(a) = f(b) ist. In diesem Fall muss es (wenn
die Funktion nicht konstant ist) ein Maximum oder ein Minimum im Inneren
des Definitionsbereichs geben. In folgender Abbildung liegt sowohl das Ma-
ximum als auch das Minimum im Inneren von [a, b], also im offenen Intervall

(a,b):

— Maximum

f(a) f(b)

Minimumv

Nehmen wir nun zusatzlich an, dass f auf (a, b) differenzierbar ist. Sei ¢ die
Maximal- bzw. Minimalstelle. Wenn £ im Inneren des Definitionsbereichs
liegt, wenn also £ € (a,b) ist, dann ist f'(£¢) = 0 nach dem notwendigen
Hauptkriterium fur Extrema einer differenzierbaren Funktion. Anschaulich
bedeutet dies, dass die Tangente an f in £ waagrecht liegt. Genau dies besagt
der Satz von Rolle: Fur jede stetige Funktion f : [a,b] — R mit f(a) = f(b), die
in (a,b) differenzierbar ist, gibt es ein Argument £ € (a, b) mit f'(£) = 0.

f'(§)=0
/
f(a) f(b) f(a) f(b)
ro=0N_
Die Ableitung im Maximum von f Die Ableitung im Minimum von f
ist null. (159) ist null. (160)

Naturlich kann f in (a,b) auch mehrere (teils lokale) Maximal- und Minimal-
stellen annehmen. AuBerdem kann es sein, dass f in (a, b) nur ein Maximum
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49.1 Motivation

(und kein Minimum) oder ein Minimum (und kein Maximum) im Inneren

des Definitionsbereichs annimmt:

/.fl(f) =0

VRN

f(a) 1)

Die Funktion f besitzt im Inneren
des Definitionsbereichs nur ein
Maximum und kein Minimum. An

dieser Stelle ist die Ableitung null.

(161)

f(a) f(b)

f'(€)=0

Die Funktion f besitzt im Inneren
des Definitionsbereichs nur ein
Minimum und kein Maximum. An
dieser Stelle ist die Ableitung null.
(162)

Ein Sonderfall ist der, dass f konstant auf [a, b] ist. In diesem Fall gilt f'(z) =

0 far alle z € (a,b):

f(a)

f(b)

Egal welchen Fall wir uns angeschaut haben, immer gab es mindestens eine
Stelle im Inneren des Definitionsbereichs, wo die Ableitung der Funktion

gleich null ist.
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Kapitel 49 Satz von Rolle

49.2 Satz von Rolle

I

Der Satz von Rolle. (YouTube-Video Graph und Ableitungsgraph von f
vom Kanal Quatematik ) (164) (165)

Der nach Michel Rolle (1652-1719) benannte Satz stellt einen Spezialfall des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung dar und lautet wie folgt:

Satz

Satz von Rolle

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mita < bund f(a) = f(b).
AuBerdem sei f auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar. Dann
existiert ein £ € (a,b) mit f'(£) = 0.

Erklarung
Satz von Rolle

Ist f auf (a, b) differenzierbar, soist f auf (a, b) stetig. Daher genligt es zur
Prifung der Voraussetzungen, die Stetigkeit von f in den Randpunkten a
und b nachzuweisen.

Beispiel
Satz von Rolle
Betrachten wir die Funktion f : [0,2] — R mit f(z) = 2° — 2z — 3. Es ist

e fistals Polynom stetig auf [0, 2]
- J(0) = 8= f(2)

» fistals Polynom differenzierbar auf (0, 2)
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*

49.3 Beweis

Der Satz von Rolle besagt nun: Es gibt mindestens ein £ € (0,2) mit

e =o.

Frage

Frage

Wie lautet ein Wert £, wo die Ableitung von f im obigen Beispiel gleich null
ist? Die Ableitung von fist f'(x) = 2z — 2. Nun kénnen wir die Nullstellen
von f bestimmen:

fle)=2-2=0
= 2 =2
— =1

An der Stelle £ = 1 ist die Ableitung von f gleich null. Dieser Wert liegt im
Definitionsbereich [0, 2] von f und ist die einzige Nullstelle der Ableitung.
Damit ist £ = 1 der gesuchte Wert.

49.3 Beweis

Zusammenfassung

Satz von Rolle

Wir betrachten zunachst den Spezialfall, dass f eine konstante Funktion
ist. Hier ist die Ableitung Uberall gleich null. Wenn f nicht konstant ist,
benutzen wir den Satz vom Maximum und Minimum, um ein Maximum
oder Minimum im Inneren des Definitionsbereichs zu finden. Dort gilt
nach dem notwendigen Kriterium fir die Existenz eines Extremums, dass
die Ableitung in der Extremstelle verschwindet.

Beweis

Satz von Rolle

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit a < b, die auf (a, b) differen-
zierbar ist. Sei auBerdem f(a) = f(b).
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Fall 1: f ist konstant. Sei f konstant. Dann gilt f'(£§) = 0 fur alle ¢ €
(a,b). Damit gibt es mindestens ein ¢ € (a,b) mit f'(£) = 0 (es kann ein
beliebiges £ aus (a, b) gewahlt werden). Der Satz von Rolle ist erfillt.

Fall 2: f ist nicht konstant. Sei f ist nicht konstant. Nach dem Satz
vom Maximum und Minimum nimmt f auf dem kompakten Intervall
[a, b] sowohl Maximum, als auch Minimum an. Das Maximum oder das
Minimum von f muss von f(a) = f(b) verschieden sein, da sonst f
konstant ware. Damit wird (mindestens) ein Extremum an einer Stelle
¢ € (a,b) angenommen.

Weil f auf (a, b) differenzierbarist,istauch f an der Extremstelle £ differen-
zierbar. Hier ist nach dem notwendigen Kriterium fir Extrema f/(¢) = 0.
Somit existiert mindestens ein £ € (a,b), wo die Ableitung gleich null ist.
Der Satz von Rolle ist auch in diesem Fall bewiesen.

49.4 Anwendung: Nullstellen von Funktionen

Der Satz von Rolle kann auch in Existenzbeweisen von Nullstellen eingesetzt
werden. Mit diesem lasst sich namlich zeigen, dass eine Funktion auf einem
Intervall hochstens eine Nullstelle besitzt. Andererseits lasst sich mit dem
Zwischenwertsatz zeigen, dass eine Funktion in einem Intervall mindestens
eine Nullstelle hat. Zusammen kann so die Existenz von genau einer Nullstelle
gezeigt werden.

Beispiel
Nullstelle eines Polynoms

Betrachten wir das Polynom p(z) = z* + 2 + 1 auf dem Intervall [—1,0].
Fir dieses gilt

e piststetig auf [—1,0]. AuBerdem ist p(—1) = —1 < Ound p(0) =1 > 0.
Nach dem Zwischenwertsatz hat das Polynom auf [—1, 0] mindestens
eine Nullstelle.

« pistdifferenzierbar auf (—1,0) mit p’(z) = 3z + 1. Wir nehmen nun
an, dass p auf [—1, 0] zwei Nullstellen 21 und z2 hat. Sei dabei z1 < 2.
Es gilt also p(z1) = 0 = p(x2). Da p auf [z1, 2] C [—1, 0] stetig und auf
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49.4 Anwendung: Nullstellen von Funktionen

(z1,22) C (—1,0) differenzierbarist, kann der Satz von Rolle angewandt
werden. Es misste daher ein & € (21, z2) mitp’(¢) = 36 + 1 = 0 geben.
Nun hat aber p’ wegen p/(x) = 32> +1 > 1 keine Nullstellen. Also kann

>0
pin [—1,0] nicht mehr als eine Nullstelle besitzen.

Aus beiden Punkten ergibt sich insgesamt, dass p in [—1, 0] genau eine
Nullstelle hat.
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Kapitel 50

Mittelwertsatz

Der Mittelwertsatz ist einer der zentralen Satze der Differentialrechnung
und besagt (grob gesprochen), dass die Steigung der Sekante zwischen zwei
verschiedenen Punkten einer differenzierbaren Funktion irgendwo zwischen
diesen beiden Punkten als Ableitung angenommen wird. So verknUpft der
Mittelwertsatz die Sekantensteigung mit der Ableitung einer Funktion. Glo-
bale Eigenschaften, die mit Hilfe der Sekantensteigung ausgedrickt werden
konnen, sind so mit Hilfe des Mittelwertsatzes auf Eigenschaften der Ablei-
tung zurlckfuhrbar. Im Abschnitt Schrankensatz werden wir eine nutzliche
Anwendung untersuchen. Weitere folgen dann in den Kapiteln Kriterium fir
Konstanz und Monotoniekriterium, Ableitung und lokale Extrema und Regel von
L’Hospital . Auch der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung basiert
auf dem Mittelwertsatz.

50.1 Motivation

Erklarung des Mittelwertsatzes und Beispiele (YouTube-Video vom
YouTube-Kanal ”"MJ Education” ) (166)
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50.1 Motivation

Wir haben uns bereits mit dem Satz von Rolle beschaftigt. Zur Wiederholung:
Der Satz von Rolle besagt, dass es flr jede stetige Funktion f : [a,b] — R,
die in (a,b) differenzierbar ist und fir die f(a) = f(b) gilt, ein Argument
¢ € (a,b) geben muss, welches f'(£) = 0 erfullt:

e

N\

f(a) f(®)

Wie kénnen wir diesen Satz fiir den Fall f(a) # f(b) verallgemeinern? Muss
die Ableitung f'(&) furein £ € (a,b) auch einen bestimmten Wert annehmen?
Zunéachst fallt auf, dass f'(£) nicht zwangslaufig 0 sein muss:

re=1

f®)

f(@)

Uberlegen wir uns nochmal, wie die Situation beim Satz von Rolle war. Zum
einen ist die Steigung der Tangente an den Graphen von f in (&, f(£)) gleich
f/(€) = 0.Zum anderen ist aber auch die Steigung der Sekante durch die
beiden Randpunkte (a, f(a)) und (b, f(b)) von f gleich {&=1 — ¢, da
f(a) = f(b) und damit f(b) — f(a) = 0 ist. Die Sekante zwischen den Punk-
ten (a, f(a)) und (b, f(b)) und die Tangente im Punkt (£, f(£)) liegen damit
parallel:
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Kapitel 50 Mittelwertsatz

Tangente durch (§, £(€))
|

O )
Sekante durch Randpunkte von f(z)

Sei nun allgemeiner f(a) # f(b). Betrachten wir die Sekantensteigung
w zwischen den Punkten (a, f(a)) und (b, f(b)). Diese ist ungleich
Null und entspricht der mittleren Steigung von f im Intervall [a, b]. Fassen
wir beispielsweise die Funktion als Ortsfunktion eines Autos in Abhangigkeit
von der Zeit auf, so entspricht die mittlere Steigung der Durchschnittsge-
schwindigkeit v des Autos in der Zeit von a bis b.

Wenn das Auto zum Zeitpunkt a schneller als ¥ fahrt (sprich: Die Ableitung
f'(a) ist gréBer als die Sekantensteigung W), so muss es bis zum
Zeitpunkt b Zeiten gegeben haben, an denen es langsamer als v gefahren
ist, sonst kann es die Durchschnittsgeschwindigkeit T nicht erreichen. Bei
einem Beschleunigungs- oder Bremsvorgang nimmt das Auto alle Geschwin-
digkeiten zwischen Anfangs- und Endgeschwindigkeit an und springt nicht
einfach von der Anfangs- auf die Endgeschwindigkeit (hier nehmen wir an,
dass die Geschwindigkeitsfunktion stetig ist). Da das Auto mal schneller und
mal langsamer als v war, muss es einen Zeitpunkt £ geben, an dem es genau
die Geschwindigkeit v hat. Analog kdnnen wir argumentieren, wenn das Auto
zum Zeitpunkt a langsamer als v fahrt. Fir unsere Funktion f bedeutet das,
dass es tatsachlich ein € € (a,b) geben muss mitv = f/(§) = %i(a) Dies
ist die Aussage des Mittelwertsatzes:

_f®) -5

T b—a T

7'©

.,A.,.«..A..u..f.,(b)

1)
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50.2 Mittelwertsatz

Es scheint also ein € € (a,b) mit f/(¢) = W zu geben. Diese Intuition
wollen wir im Folgenden zu einem Satz formen und formal korrekt beweisen.
In unserer Argumentation haben wir beispielsweise verwendet, dass die
Ableitung stetig ist. Nun muss die betrachtete Funktion nicht stetig diffe-
renzierbar sein. Dass aber auch in diesem Fall der Mittelwertsatz erfillt ist,
werden wir im Beweis zeigen.

50.2 Mittelwertsatz

Sekante
y=16)

Tangente bei ¢

Illustration zum Mittelwertsatz: Sei f : [a, b] — R eine Funktion, die auf
(a,b) ableitbar ist. Die Sekante von f zwischen den Stellen a und b wird als
Tangentensteigung an mindestens einer Stelle ¢ € (a,b) angenommen. (171)

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist eine Verallgemeinerung des
Satzes von Rolle und lautet wie folgt:

Satz
Mittelwertsatz
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit a < b und auf dem offenen

Intervall (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein £ € (a,b) mit f'(£) =
f()=f(a)

b—a

Hinweis
Die Voraussetzungen, um den Mittelwertsatz anzuwenden, entsprechen

denen des Satzes von Rolle, nur dass f(a) = f(b) nicht gelten muss. Die
bendtigten Pramissen mlssen aus denselben Griinden wie beim Satz von

437



Kapitel 50 Mittelwertsatz

Rolle zutreffen. Ebenso liefert der Mittelwertsatz lediglich eine Existenz-
aussage. Das £ mit der besagten Eigenschaft existiert, kann in der Praxis
aber oftmals nicht explizit bestimmt werden. Auch muss das ¢ € (a,b)
nicht eindeutig sein. In den folgenden Grafiken ist eine Funktion einge-
zeichnet, die die Sekantensteigung an zwei Stellen £ und £ annimmt:

| f(b) f(a) ............
f (61) ............... f(b)

FE) = (b) (a)

Ein Spezialfall sind lineare Funktionen f(z) = maz + n fir z € [a, b] mit
m,n € R.Indiesem Fallist f'(z) = m = %‘fl(“) furallez € (a,b).Sprich:
die Sekantensteigung wird Uberall als Tangentensteigung angenommen:

f(0)

50.3 Beweis

Beweis

Mittelwertsatz

Wie oben schon erwahnt, wollen wir den Mittelwertsatz mit Hilfe des
Satzes von Rolle beweisen. Dazu mussen wir aus der gegeben Funktion
f : [a,b] — R eine Hilfsfunktion H : [a,b] — R so konstruieren, dass
wir auf diese den Satz von Rolle anwenden kénnen. Wir bendtigen hierzu
eine auf [a, b] stetige und auf (a, b) differenzierbare Funktion H. Zudem
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sollte H(a) = H(b) sein. Dann gilt mit dem Satz von Rolle H'(¢) = 0 fur
ein £ € (a,b). Kobnnen wir auBerdem die Hilfsfunktion so wéhlen, dass
H'(x) = f'(z) — %{’:(a) ist, so folgt aus H'(£) = 0 die Gleichung f' (&) —
f(bg—f(a) _ f(bl))—f(a)

a

= 0. Dies ist dquivalent zu f'(€) ,also der Formel des

Mittelwertsatzes. Die Funktion

H:[a,b) = R, H(z) = f(z) - {912 (z — a)

—a

besitzt die gewlinschten Eigenschaften. Insbesondere ist

H(a) = f(a) - 20 —L (o — )
= (o)
= /)~ (S(b) — f(a))
1) ~ 1@

Die folgenden Grafiken illustrieren den Zusammenhang zwischen der
Funktion f und der Hilfsfunktion H:

f f() - f(a)
b—a

H(@)=fl@) - =5 — (-0
N N

£(b)

f(a)
H(a) H(b)
Die Funktion f aus dem

. Die Hilfsfunktion H fU
Mittelwertsatz. (174) ie Hilfsfunktion Ur den Satz

von Rolle. (175)

Beweis

Mittelwertsatz

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit a < b und auf (a, b) differen-
zierbar. Eine passende Hilfsfunktion H : [a,b] — R ist gegeben durch
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H ist auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar, da f nach Vorausset-
zung diese Bedingungen erfullt und H eine Komposition aus f und dem
Polynom ersten Grades W(x — a) ist. AuBerdem gilt

Nach dem Satz von Rolle existiert ein £ € (a,b) mit0 = H'(¢) = f'(£) —
w. Es wurde also ein £ € (a,b) gefunden, das f'(¢) = W
erflllt. Somit folgt die Behauptung des Mittelwertsatzes.

50.4 Anwendung: Beweis von Ungleichungen

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes lassen sich haufig nutzliche Ungleichungen
beweisen. Der Trick dabei ist, zunachst den Mittelwertsatz auf eine Hilfs-
funktion (die oftmals auf einer Seite der Ungleichung steht) anzuwenden.
AnschlieBend schéatzen wir dann den Ausdruck f/(£) passend ab.

Beispielaufgabe: Beweis einer Ungleichung

Ubung
Beweis einer Ungleichung mit dem Mittelwertsatz

/
Beweise, dass folgende Ungleichung flr alle x > 0 gilt:

\/1+x§1+§
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Beweis
Beweis einer Ungleichung mit dem Mittelwertsatz

Wir wahlen als Hilfsfunktion
FRT SR, f)=vV1+t

Seixz € RT beliebig. Die Funktion f ist als Komposition stetiger Funktio-
nen auf [0, z] stetigund auf (0, z) differenzierbar. Nach dem Mittelwertsatz
gibt es daherein ¢ € (0,z) mit

fiey 1 5201
MO=517e=2
Damit gilt die Ungleichung:
V1 -1 / 1
B GEE

Diese Ungleichung ist aquivalent zu der zu beweisenden Behauptung

Vitz<l+2

[\

50.5 Anwendung: Der Schrankensatz

Definition und Beweis des Schrankensatzes

Satz

Schrankensatz

Sei f : [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar. Weiter sei die Ab-
leitungsfunktion f’ : (a,b) — R beschrénkt. Dann gibt es mit L =
SUP,c(ap |/ (#)] €in L € R, sodass |f(z) — f(y)| < Llz — y| fur alle
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z,y € [a,b] gilt. Insbesondere gilt die Abschatzung, falls f auf [a, b] stetig
differenzierbar ist.

Beweis

Schrankensatz

Seien z,y € [a,b] beliebig gewahlt mit x < y. Schrédnken wir nun den
Definitionsbereich von f auf [z, y] ein, so bleiben Stetigkeit und Differen-
zierbarkeit erhalten. Der Mittelwertsatz ist anwendbar. Also gibt es ein

€ € (w,y) mit f/(¢) = L=1),

Da nach Voraussetzung f beschrankt ist, existiert L = sup,.(, , [/ (2)].
Fir dieses L € R{ gilt |f'(¢)| < Lfiralle € (x,y). Somitist L =LWl —
|f'(¢€)] < L. Dies ist dquivalent zur Behauptung.

Wenn f stetig differenzierbar auf [a, ] ist, so besitzt die stetige Ablei-
tungsfunktion ein Maximum und Minimum. Sie ist damit beschrankt
und der Satz kann dann auch fir diese Funktion angewandt werden.
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Kapitel 51

Konstanzkriterium

In diesem Kapitel wollen wir eine nutzliche Folgerung aus dem Mittelwert-
satz besprechen, die bereits aus der Schulzeit bekannt ist: Das Kriterium fir
Konstanz. Dieses besagt, dass eine Funktion konstant sein muss, wenn ihre
Ableitung UGberall verschwindet (gleich Null ist).

51.1 Kriterium fur Konstanz

Satz

Sei I C ReinlIntervallund f : I — R eine differenzierbare Funktion mit
f'(x) = 0furallez € I. Dann ist f konstant.

Beweis

Seien a,b € I mita < b beliebig. Sei auBerdem f auf dem Intervall [a, b]
differenzierbar und fur alle £ € I gelte f'(¢) = 0. Nach dem Mittelwertsatz
gibtesein & € (a,b) mit

f(b) = f(a)

re ==

Wir wissen, dass f'(£) = 0 gelten muss. Also:
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51.2 Identitdtssatz der Differentialrechnung

Wegen a < bistb— a # 0. Nun multiplizieren wir beide Seiten mit (b — a).
Wir erhalten:

F(b) — f(a)=0-(b—a)=0

Es folgt f(a) = f(b). Dadies furalleaund bin I gilt, ist f konstant.

51.2 Identitatssatz der Differentialrechnung

Die erste Folgerung besagt, dass Funktionen mit identischer Ableitung bis
auf eine Konstante Ubereinstimmen. Dieses Ergebnis wird sich spater beim
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung als sehr nitzlich erweisen.

N Satz
Identitatssatz
Seien f,g: [a,b] — R zwei differenzierbare Funktionen mit f’ = ¢’. Dann
gilt f(z) = g(z) + cfir alle z € [a, b]. Dabei ist ¢ € R eine konstante Zahl.

* Beweis

Identitatssatz
Wir definieren die Hilfsfunktion

h:a,b] = R, h(z) = f(x) — g(z)

Diese ist differenzierbar, da f und g differenzierbar sind, und es gilt

’ ’

70

W (z) = f'(z) - ' ()

Nach dem Kriterium fiir Konstanz ist daher h(z) = f(x) — g(z) = c fur
alle z € [a, b] mit einer konstanten Zahl ¢ € R. Dies ist dquivalent zu
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Kapitel 51 Konstanzkriterium

51.3 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe zum Identitatssatz

Ubung
Logarithmus-Darstellung des Areasinus Hyperbolicus

Zeige, dass fur alle z € R gilt

arsinh(z) =1In (m + Va2 + 1)

* Beweis

Logarithmus-Darstellung des Areasinus Hyperbolicus

Die Funktion f : R — R, f(x) = arsinh(z) ist nach den Beispielen fiir
Ableitungen auf ganz R differenzierbar. Ihre Ableitung ist

1

F@ = Zes

Nach der Ketten-und Summenregelistauch g : R — R, g(z) = In (z + V2% + 1)
auf ganz R differenzierbar. Es gilt:

() 1 (1+27x>
g T+ vVaz+1 2vVr?2 +1

_ 1 2+ 1+
7:c—|—\/x2—|—1.< 2 +1 >
. 1

CVr2 1

Esist f'(z) = ¢'(x) fur alle z € R und nach dem Identitatssatz ist daher
f(z) = g(z) + ¢ mit einer Konstanten c. Nun ist aber wegen sinh(0) = 0:

f(0) = arsinh(0) =0

AuBerdem ist
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51.3 Ubungsaufgaben

9(0) = In (0+ Vo2 £ 1) -0

Also ist ¢ = 0 und damit folgt die Behauptung.
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Kapitel 52

Monotoniekriterium

52.1 Monotoniekriterium

Das Monotoniekriterium fur die Ableitung wird bereits in der Schule behandelt.
Ist die Ableitungsfunktion f’ einer differenzierbaren Funktion f auf einem
Intervall (a, b) nicht-negativ beziehungsweise nicht-positiv, so ist f auf (a, b)
monoton steigend beziehungsweise monoton fallend. Ist f sogar echt po-
sitiv beziehungsweise echt negativ auf (a, b), so ist f dort streng monoton
steigend beziehungsweise fallend. Im ersten Fall gilt auch die Umkehrung
der Aussage. Sprich: Steigt eine differenzierbare Funktion auf [a, b] monoton,
soist f/(z) > 0 und eine auf [a, b] fallende und ableitbare Funktion besitzt
eine negative Ableitung.

Satz
Monotoniekriterium flir differenzierbare Funktionen
Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a, b) differenzierbar. Dann gilt

1. f' > 0auf(a,b) <= f monoton steigend auf [a, b]

<= f monoton fallend auf [a, b]

St S

3. f' > 0auf (a,

(

2. f' <0auf(a,
( = f streng monoton steigend auf [a, b]
(

)
)
)
)

4. f' < 0auf (a,b) = f streng monoton fallend auf [a, b]
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52.2 Beispiele zum Monotoniekriterium

52.2 Beispiele zum Monotoniekriterium

Exponential- und Logarithmusfunktion

Beispiel
Monotonie der Exponential- und Logarithmusfunktion

Fur die Exponentialfunktion f : R — R, f(z) = exp(z) gilt fur alle z € R:
J'(@) = expla) > 0

Daher ist exp nach dem Monotoniekriterium auf ganz R streng monoton
steigend. Fir die (natiirliche) Logarithmusfunktion g : RT — R, g(z) =
In(x) gilt fur alle z € R*:

1
4 Pt
g(w)7w>0

Somitist In auf R ebenfalls streng monoton steigend.

Frage
Verstandnisfrage

Wie ist das Monotonieverhalten der auf R™ erweiterten Logarithmusfunk-
tionh: R\ {0} = R, h(z) = In|z|? Es gilt

W) = In(x) firxz >0
e In(—z) furz<O0

Oben haben wir h/(z) > 0 fiir z € R" gezeigt. Also ist h auf R ebenfalls
streng monoton steigend. Fir z < O ist hingegen h/(z) = L - (-1) = 1 <

0. Daher ist h auf R™ streng monoton fallend.
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Kapitel 53

Ableitung und lokale Extrema

In diesem Kapitel werden wir mit Hilfe der Ableitung notwendige und hinrei-
chende Kriterien fur die Existenz von Extrema herleiten. In der Schule wird
haufig der Satz verwendet, dass eine Funktion f : D — R notwendigerweise
f/(z) = 0erfullen muss, damit f in & € D ein (lokales) Extremum hat. Wech-
selt die Ableitungsfunktion f’ in Z zusétzlich noch das Vorzeichen, so folgt
aus dieser Bedingung die Existenz eines Extremums. Der Vorzeichenwechsel
der Ableitung ist damitein hinreichendes Kriterium fir das Extremum. Diese
und weitere Folgerungen werden wir nun herleiten, und an Hand zahlreicher
Beispiele veranschaulichen. Zunachst werden wir jedoch sauber definieren,
welche Art von Extrema es gibt.

53.1 Typen von Extrema

Graph der Funktion f mit Extrema Graph der Funktion g mit Extrema
(176) (77)
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53.1 Typen von Extrema

Eine Funktion f : D — R kann zunachst einmal zwei Typen eines Extremums
haben: Ein Maximum oder ein Minimum. Dieses kann wiederum lokal oder
global sein. Wie die Bezeichnungen schon vermuten lassen, ist ein lokales
Minimum beispielsweise ein Wert f(Z), der ,lokal minimal“ ist. In einer
Umgebung von Z gilt also f > f(Z). Sprich: Es gibt ein Intervall (Z — €, % + ¢€)
um Z,sodass f(z) > f(&) fur alle Argumente x gilt, die in (T —¢, T +¢€) liegen.
Ein globales Maximum hingegen ist ein Wert f(), der ,global maximal“
ist. Das heiBt, fir alle Argumente z aus dem gesamten Definitionsbereich
muss f(z) < f(&) gelten. Diese intuitive Vorstellung ist in folgender Skizze
veranschaulicht:

s

globales Maximum

lokale Maxima

el
lokales Minimum

Y

globales Minimum

Bei lokalen Extrema wird auBerdem noch zwischen strikten und nicht strik-
ten unterschieden. Ein striktes lokales Minimum beispielsweise ist eines,
das lokal nur ,strikt” in einem Punkt angenommen wird. Ein nicht striktes
Extremum kann auf einem ganzen Teilintervall angenommen werden.

striktes lokales Maximum

(nicht striktes) lokales Minimum

Die intuitiv erklarten Begriffe definieren wir nun formal:

451
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Definition
Extrema
Sei D CRund f: D — Reine Funktion.Dann hat finZ € D ein

* lokales Maximum bzw. Minimum, falls es ein e > 0 gibt, so dass f(Z) >
f(z) (bzw. f(Z) < f(x)) fur allexz € D mit |z — Z| < e gilt.

o striktes lokales Maximum bzw. Minimum, falls es ein € > 0 gibt, so dass
F(&) > f(z) (bzw. f(Z) < f(z)) furallex € D\ {Z} mit |z — Z| < e gilt.

« globales Maximum bzw. Minimum, falls f(Z) > f(z) (bzw. f(Z) < f(z))
firalle x € D gilt

Extremum ist der Uberbegriff fiir ein Maximum oder Minimum. # € D
heiBt Maximal- oder Minimalstelle.

Ein lokales Maximum/Minimum wird in der Literatur auch gelegentlich
als relatives Maximum/Minimum, und ein striktes Maximum/Minimum als
isoliertes Maximum/Minimum bezeichnet. Mit der Definition ist auBerdem klar,
dass jedes globale Extremum auch ein lokales ist. Ebenso ist jedes strikte
lokale Extremum auch eines im gewohnlichen Sinne. Im Folgenden wollen
wir mit Hilfe der Ableitung notwendige und hinreichende Bedingungen fur
(strikte) lokale Extrema bestimmen. Zur Charakterisierung globaler Extrema
reichen unsere Kriterien leider nicht aus.

Frage
Verstandnisfrage

Betrachte die Funktionen
fi[-1,2] = R, f(z) =a?
-1 firz <0,

g:R =R, g(z)=sgn(@) =40 firz=0,
1 furz >0

Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch?
1. fhatinZ; = 0ein lokales Minimum.

2. fhatinZ; = 0ein striktes lokales Minimum.
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3. fhatinZ; = 0ein globales Minimum.

4. fhatinZz = —1ein globales Maximum.

5. fhatin Zs = 2 ein lokales Maximum.

6. ghatinZ; = 1ein striktes lokales Maximum.

7. ghatinz; =1 ein lokales Maximum.

8. g hatin £z = —2 ein globales Minimum.

9. ghatin s = 0ein lokales Minimum.

Losungen:

1. Richtig.Dennfire=1gilt 0 < z° firallex € [-1,2]mit |z| <
~ T ~~ N
=f(0) =f(=) =|z—%|

1.
~~
2. Richtig. Denn fire =1 gilt 0 < z* furalle z € [-1,2] \ {0} mit [z < 1.
3. Richtig. Denn fiirallez € [-1,2] gilt 0 < 2.
4. Falsch.Denn beispielsweise firz =2gilt f(2) =4 > 1= f(-1).
5. Richtig. Denn flr alle z € [—1,2] gilt f(z) < 4 = f(2). Also hat f bei
T3 = 2 ein globales, und daher auch ein lokales Maximum.

6. Falsch.Dennflralle0 <e<lundallez €]1 —¢,1+¢[giltg(z) =1=
g(1).

7. Richtig. Denn fire = 1 gilt g(1) = 1 > 1 = g(=z) fur alle z € R mit
|z —1] < 1.

8. Richtig. Denn firallexz € Rgilt g(z) > —1 = g(-2).

9. Falsch.Denn flr allee > 0 gibteseinz €] —¢,0[ mitg(z) = -1 < 0=

g(0).
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53.2 Notwendige Bedingung fur Extrema
Satz und Beweis

Damit eine Funktion an einer Stelle im Inneren lhres Definitionsbereichs
ein lokales Extremum haben kann, muss die Funktion dort eine waagrechte
Tangente besitzen. Das heiB3t, die Ableitung an dieser Stelle muss gleich Null
sein. Genau dies besagt der folgende Satz:

Satz
Notwendige Bedingung flir Extrema

Seia < bmita,b € R.Sei z € (a,b) und f : (a,b) — R in Z differenzierbar.
Sei weiter Z ein lokales Minimum (bzw. Maximum). Dann gilt f'(z) = 0.

Beweis
Notwendige Bedingung flir Extrema

Wir betrachten den Fall, dass f bei Z ein lokales Minimum hat. Der Beweis
im Fall eines lokalen Maximums geht analog. Wir wollen zeigen, dass

f@+h) - f(@)

=im h =0

f(&)
Da f in Z differenzierbar ist, gilt

iy LEED 1) _ g 1041 105)

Da f in Z ein lokales Minimum hat, gibt es ein ¢ > 0, so dass fur alle
h e (0,¢) gilt

f@+h) = f(Z) < f@+h)—f(&)=0

Also ist auch

fEEN=I@) 5

Aus den Grenzwertregeln folgt
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(@) = I;iﬂ; w >0

Andererseits gibt es ein € > 0, so dass flr alle h € (—¢,0) gilt
f@+h) > (@) < f(@+h)—f(Z)20
Aus den Grenzwertregeln folgt dann

f’(j) — I}E% w <0
Alsoist f(z) < 0 < f/(&) und daher f'(z) = 0.

Anwendung: Zwischenwerteigenschaft fir Ableitungen

Wir haben in den vergangenen Abschnitten bereits festgestellt, dass die
Ableitungsfunktion einer differenzierbaren Funktion nicht zwingend stetig
sein muss. Ein Beispiel hierfirr ist folgende Funktion, die wir im Kapitel
Ableitung hoherer Ordnung kennen gelernt haben:

fiRSR, f(z) = {x sin(z)  fare 0,

0 faraz = 0.
Allerdings kann man zeigen, dass die Ableitungsfunktion immer die Zwi-
schenwerteigenschaft erfiillt. Dass dies kein Widerspruch ist, liegt daran,
dass die Stetigkeit eine starkere Eigenschaft als die Zwischenwerteigen-
schaft ist. Zum Beweis werden wir unser notwendiges Kriterium aus dem
vorangegangenen Satz verwenden. Dieses Resultat ist in der Literatur auch
als ,Satz von Darboux” bekannt:

Satz

Satz von Darboux

Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Weiter sei f'(a) < f'(b) und ¢ €
(f'(a), f'(b)). Dann existiert ein zo € (a,b) mit f'(z0) = c.

Beweis

Satz von Darboux
Wir definieren die Hilfsfunktion
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g:la,b] > R, g(z) = f(z) —cx

Diese ist differenzierbar mit

Damit gilt ¢’(a) = f'(a) —c < 0und ¢'(b) = f'(b) — ¢ > 0. Also ist

g (a) = lim 9(z) — g(a) <0
Tr—a r —a
Somit gibt es ein z1 € (a,b) mit
9(z1) —g(@) _
T —a

Da der Nenner z; — a positiv ist, folgt g(z1) — g(a) < 0 <= g(z1) < g(a).
Analog gibtes einzz € (a,b) mitg(z2) < g(b). Nach dem Satzvom Minimum
und Maximum nimmt g auf [a, b] ein Minimum an. Da wir gezeigt haben,
dass es z1,z2 € (a,b) mit g(z1) < g(a) und g(z2) < g(b), muss das
Minimum in (a, b) liegen. Sei zg € (a,b) die Minimalstelle. Nach unserem
notwendigen Kriterium fur ein Extremum muss nun gelten

g (x0) = f'(z0) —c =0

Daraus folgt f'(zo) = c.
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53.3 Hinreichende Bedingung: Vorzeichenwechsel der
Ableitung

Satz

lokales Maximum

lokales Minimum

Veranschaulichung bei lokalem Veranschaulichung bei lokalem
Maximum (180) Minimum (181)

Bei vielen Funktionen ist es sehr mihsam, nur mit der notwendigen Bedin-
gung f'(Z) = 0 festzustellen, ob f in & ein Extremum hat. Daher suchen wir
nun hinreichende Bedingungen dafur. Eine Moglichkeit ist, die Umgebung
der moglichen Extremstelle  zu untersuchen. Wenn die Funktion links von
Z steigt und rechts fallt, gibt es ein Maximum. Wenn die Funktion erst fallt
und dann steigt gibt es ein Minimum.

Satz

Hinreichende Bedingung fur Extrema lber Vorzeichenwechsel der Ab-

leitung

Seia < bund f : (a,b) — R eine differenzierbare Abbildung. Und gelte

/(&) =0furein z € (a,b). Dann gilt

1. f hatein strenges Maximum in &, wenn es €1, €2 > 0 gibt, so dass flr
allex € (T—e1,2) gilt f'(z) > 0undfurallexr € (z,z+e€2) gilt f'(z) < 0.

2. f hatein strenges Minimum in Z, wenn es €1, €2 > 0 gibt, so dass fur
allex € (Z—e1,7) gilt f/(x) < Oundfirallez € (Z,%7+e€2) gilt f/'(x) > 0.

Beweis
Hinreichende Bedingung fur Extrema lber Vorzeichenwechsel der Ab-
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leitung

Flr den Beweis nutzen wir den Mittelwertsatz:

Beweisschritt: f hat strenges Maximum in Z Sei ¢ €]% — €1, Z[ beliebig.
Nach dem Mittelwertsatz gibtes einy €]c, Z[, so dass % = f'(y).Da
nach unsererVoraussetzung f’(y) > Oistund 2—c > 0,gilt f(z)— f(c) > 0
bzw. f(Z) > f(c).

AuBerdem gibt es fiir alle d €]Z, % + €2] ein z €]Z, d[, so dass
f'(2).Wirwissen,dass f'(z) < 0undd—Z > Oist. Alsofolgt f(d)—f(Z) <0
oder f(z) > f(d).

Ist e = min{e1, ez}, so gilt fir alle z €] — €,Z + ¢ mit x # Z, dass
f(z) > f(z).Damit hat f in Z ein strenges Maximum.

F)—f(E) _
d—zT

Beweisschritt: f hatstrenges Minimum in Z Der Beweis geht analog zum
1. Fall: Fir alle ¢ €] — €1, Z[ gibt es laut Mittelwertsatz ein y €]c, Z[ mit
I@=1E) — f/(y). Es gilt aber f'(y) < 0und # — ¢ > 0 und damit folgt
£(7) — f(e) < 0 bzw. f() < f(0)

Es gilt auch fur alle d €]Z,% + €], dass es ein z €]z, d[ gibt, so dass
IDIE — f/(2). weil aber gilt f/(z) > 0und d — & > 0, folgt auch
f(d) — f(&) > 0oder f(z) < f(d).

Ist e = min{ei, ez}, so gilt fir alle z €] — €,Z + ¢ mit x # Z, dass
f(#) < f(z).Also hat f ein strenges Minimum in Z.

Alternativer Beweis
Hinreichende Bedingung fur Extrema liber Vorzeichenwechsel der Ab-
leitung

Alternativ kann der Satz auch mit Hilfe des Monotoniekriteriums bewie-
sen werden. Wir zeigen dies nur fir die erste Aussage. Die zweite kann
analog bewiesen werden. Wegen f'(z) > 0flralle z €] — €1, Z[, ist f nach
dem Monotoniekriterium streng monoton steigend auf |Z — €1, Z]. FUr alle
x €] — €1, Z[ gilt daher f(z) < f(Z).

Genauso ist folgt aus f'(z) < 0 fur alle z €]%,% + e[, dass f streng
monoton fallend auf [Z, & + e2[ ist. Fir alle x €]Z, & + e2[ gilt daher f(Z) >
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53.3 Hinreichende Bedingung: Vorzeichenwechsel der Ableitung

f(z). Mit e = min{e1, e2} erhalten wir f(z) < f(z) furallex €]z —€,Z +
e[\{Z}. Somit ist & ein strenges lokales Maximum von f.

Hinweis

Gilt im vorangegangenen Satz nur f'(x) > 0 beziehungsweise f'(z) <0
so gelten die Aussagen nach wie vor. Die Extrema mussen nur nicht mehr
zwingend streng sein.

Warnung

Mit dem hinreichenden Kriterium kénnen lediglich lokale Extrema gefun-
den werden. Ob diese auch globale sind, oder ob es an weiteren Stellen
globale Extrema gibt, muss separat untersucht werden.

Aufgaben

i ——

0 ——

Graphen der Funktionen f1, f2, f3 (182)

Ubung
Extremum einer Funktion
Zeige, dass flir n € N die Funktion

fn RT SR, f(z) =a"e™™

ein lokales Maximum und Minimum besitzt, welches ein globales Maxi-
mum bzw. Minimum ist.
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Losung
Extremum einer Funktion

Beweisschritt: f, hat lokales Maximum bei & = n f, ist auf R nach der
Produktregel differenzierbar mit

fo(x)=na" e 42" (1) =" e (n— 1)

Nach dem notwendigen Kriterium flr die Existenz eines Maximums & €
RT, muss fir dieses f},(Z) = 0 gelten. Nun ist

fi@)=a"""e " n—2)=0 <= n—z=0 < z=n
#0

Also ist Z = n der einzige Kandidat fiir unser lokales Maximum in R™.
Weiter gilt

>0 <= n—z>0 < z<n,
<0 <= n—-z<0 <<= z>n

Damit gilt f,,(z) > 0flrallez € (0,n) und f, (x) < 0furallex € (n,n+1).
Nach dem hinreichenden Kriterium ist daher £ = n ein (strenges) lokales
Maximum von fi,.

Beweisschritt: f, hat globales Maximum bei & = n Da R keine Rand-
punkte hat, kommt nach Teil 1 nur £ = n fir ein globales Maximum von f,,
in Frage. Wir missen dafir f,(z) < fa(n) fir alle z € R™ zeigen. Wegen
f7.(z) > 0furallex € (0,n) ist f, nach dem Monotoniekriterium auf (0, n]
streng monoton steigend. Daher gilt fur alle z € (0,n)

fn(@) < fn(n)

Analog folgt aus f;(z) < 0 fir alle z € (n,00), dass f, auf [n, co0) streng
monoton fallt. Also ist fur alle z € (n, c0)

fa(@) < fo(n) <= f(n)> f(z)
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53.4 Hinreichende Bedingung: Vorzeichen der zweiten Ableitung

Insgesamt ist damit f,(n) > f.(z) fir allez € RT. Somitist # = n ein
globales Maximum von f,.Genau wie im ersten Teil konnen wir auBerdem
begriinden, dass & = 0 auch ein globales Minimum von f,, ist.

Beweisschritt: f, hat ein globales Minimum bei & = 0 Es gilt f,,(0) =0

und fp(z) > 0 furallez > 0. Also ist Z = 0 ein globales und damit ein
lokales Minimum von f,,.

53.4 Hinreichende Bedingung: Vorzeichen der
zweiten Ableitung

Satz

Graph der Funktion f(z) = 2 (183)

Ist f zweimal differenzierbar, so konnen wir auch das folgende hinreichende
Kriterium verwenden:

Satz
Hinreichende Bedingung flr Extrema liber zweite Ableitung

Sei f : (a,b) — R eine zweimal differenzierbare Abbildung, und gelte
/(%) =0furein Z € (a,b). Dann gilt

1. f hatein striktes Maximum in Z, falls f(%) < 0 gilt.

2. f hatein striktes Minimum in z, falls f”(z) > 0 gilt.
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Beweis
Hinreichende Bedingung flr Extrema liber zweite Ableitung

1.Aussage: f'(z) =0, f(Z) < 0= f hat striktes Maximum in Z Es gilt

f'(@) = ['(7)

= <0
T—z

f'(@) = lim
r—xT
Daher gibt es ein € > 0, so dass flr alle z €] — ¢, % + €] gilt:

=0

!
f@-7@ _ @ _,
xr—x r—x

Ist nun z €]% — ¢, z[, so folgt wegen z — & < 0 unmittelbar f'(z) > 0.
Ist hingegen = €]7,7 + €, so folgt wegen z — Z > 0, dass f'(z) < 0 ist.
Nach dem ersten hinreichenden Kriterium ist daher Z ein striktes lokales
Maximum von f.

2.Aussage: f'(z) =0, f(Z) > 0= f hat striktes Minimum in  Es gilt

T—T r—x

>0

Daher gibt es ein € > 0, so dass flr alle z €]Z — ¢,7 + €[ gilt:

I'@) - '@ _ I

o = >0
T—T T—T

Ist nun x €)% — ¢, I[, so folgt wegen x — ¥ < 0 die Ungleichung f'(z) < 0.
AuBerdem impliziert z — Z > 0 fur x €]%,% + €[, dass dann f'(z) > 0
gilt. Nach dem ersten hinreichenden Kriterium ist Z ein striktes lokales
Minimum von f.

Warnung

Auch dieses hinreichende Kriterium ist nicht notwendig. Da wir es aus
dem ersten Kriterium gefolgert hatten, ist es sogar schwacher als dieses.
Ein Beispiel dafur ist die Funktion
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fR—=R, f(x):x4

Wie wir uns weiter oben schon Uberlegt hatten, bestitzt f bei £ = 0 ein
striktes lokales Minimum. Das zweite hinreichende Kriterium ist jedoch
nicht anwendbar. Es gilt namlich

(&) =12 =12-0°=0

Abhilfe schafft hier eine Erweiterung des zweiten hinreichenden Kriteri-
ums, welches wir spater diskutieren werden.

Beispiel und Ubungsaufgabe

Graph der Funktion g (184) Graph der Funktion f (185)

Beispiel
Uberpriifen von Polynomfunktionen auf Extremstellen

Wir betracheten wieder die Polynomfunktion g : (—2,0) — R mit g(x) =
23 — 3. Wie wir bereits wissen gilt

g (x)=32"-3=3(x—1)(z+1)
Damit gilt ¢'(z) =0 < =z = —1 auf (—2,0). Weiter ist
f'(x) =6z

und daher g”(—1) = —6 < 0. Also hat g ein striktes lokales Maximum bei
z=-1
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Ubung
Bestimmung von Extrema einer Funktion

Gegeben sei die Funktion
f: [—%,oo) — R, f(z) = %xQ — 4y — L
Bestimme alle lokalen und globalen Extrema von f.

Losung
Bestimmung von Extrema einer Funktion

Beweisschritt: Bestimmung der lokalen Extrema von f f istauf (—1, c0)
differenzierbar mit

f'(ac)z?y:c—él—i—ﬁ

Fir lokale Extrema in (—3

1,00) muss nun notwendigerweise f(z) = 0
gelten. Nun ist

flx)=0 3z —4+ i =0

3z(x+1)° —4(z+1)>+4=0

3x(z® +2z+1) — 42> +204+1)+4=0
3z +62% + 30 —42” —8x —44+4=0
32 + 22 — 52 =0
3m(m2+§m—g):0
3z(z+3)(x—1)=0

rreroee

Diese Gleichung ist in (—3,00) fir 1 = 0 und 22 = 1 erfillt. Also sind 1
und z» Kandidaten fir lokale Extrema. f ist auf (—3, 00) auch zweimal
differenzierbar, mit

f'(x) =3~ (z+81)3
Damit gilt

f'0)=3-28=3-8=-5<0

-
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53.4 Hinreichende Bedingung: Vorzeichen der zweiten Ableitung

Nach unserem zweiten Kriterium hat f bei z1 = 0 ein striktes lokales
Maximum. AuBerdem ist
ff1)y=3-%=3-1=2>0

Also hat f bei z2 = 1 ein striktes lokales Minimum. Nun mussen wir noch
den Randpunkt x3 = f% untersuchen, denn dort greifen unsere Kriterien
nicht! Da f in 21 = 0 ein lokales Maximum hat, und auf [—3,0) keine
weiteren Nullstellenvon f’ liegen, ist f auf (— 3, 0) streng monoton fallend.
Also gilt f (—1) < f(x) fur allex € (—%,0). Daher hat f in x5 = —1 ein
striktes lokales Minimum.

Beweisschritt: Bestimmung der globalen Extrema von f Aus dem ersten
Beweisschritt ergibt sich die folgende Monotonietabelle fur f:

T e (7%70) (07 1) (1700)
f sms smf sms

Weiter gilt f(—4) = =53 < —41 = f(1). Damitist zs = —1 ein globales
Minimum von f. SchlieBlich ist

lim = lim 22% — 42 — -+
xaoof(x) z—00 2T r z+1

= | 2 3 _4_ 4 )
= lim \33 /.(2 T 12(z+1))_oo

Also ist f nach oben unbeschrankt und besitzt somit kein globales Maxi-
mum.
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Das Integral

Das Integral ist neben der Ableitung eines der wichtigsten Konzepte der
Analysis. Es handelt sich um eine Art Umkehrung der Differentialrechnung.
Mit ihm ist es moglich, viele interessante Fragestellungen aus der Flachen-
berechnung und der Physik zu beantworten.

Wir wollen in diesem Kapitel eine anschauliche Vorstellung des Integrals ein-
fuhren, bevor wir diese im nachsten Kapitel mithilfe von Riemannintegralen
prazisieren.

54.1 Motivation

Wir kdnnen das Integral im Grunde auf zwei verschiedenen Weisen moti-
vieren. Die erste Moglichkeit sind Probleme aus der Flachenberechnung,
zum Beispiel ,Wie groB ist die Flache einer Ellipse?“. Das heiBt, wir wollen
komplizierte krummlinige Flacheninhalte berechnen.

Beim zweiteren geht es um Fragestellungen wie ,Wie grof ist der zurlickge-
legte Weg s meines Autos, wenn die Geschwindigkeit v(t) zu jedem Zeitpunkt
bekannt ist?“. Wir wollen also, dass wir bei bekannter Ableitung Riickschlis-
se auf die Gesamtanderung einer Funktion ziehen konnen.

Damit sind wir auch an einer Art Verallgemeinerung von Summen und Rei-
hen interessiert. Wirde sich namlich die Geschwindigkeit deines Autos
nicht von Moment zu Moment andern, sondern nur alle 10 Zeiteinheiten,
dann ware es moglich, mithilfe einer Summe den zurlickgelegten Weg aus-
zurechnen. Ebenso ware es moglich, von Flachen, die sich aus Rechtecken
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unterschiedlicher GroBe zusammensetzen, den Flacheninhalt miteiner Sum-
me zu berechnen. Wahrend man also bei Summen Uber eine endliche Anzahl
und bei Reihen Uber eine abzahlbare Menge von Zahlen summiert, wollen
wir nun Uber eine Uberabzahlbare Menge, namlich alle Funktionswerte einer
Funktion, summieren. Dies ist aber mit den konventionellen Methoden nicht
moglich. Wir bendtigen daher ein neues mathematisches Instrument, das
Integral.

54.2 Intuitionen des Integrals
Fir das Integral gibt es mehrere Intuitionen, die alle eng zusammenhangen:

e Integral als orientierter Flacheninhalt: Das Integral ist der orientierte Flachen-
inhalt zwischen dem Graphen einer Funktion und der z-Achse. Orientiert
bedeutet, dass Flachenstlcke oberhalb der z-Achse positiv und Flachen-
stlicke unterhalb der z-Achse negativ gezahlt werden.

e Integral als Gesamtanderung einer Funktion: Das Integral ist gleich der Ge-
samtanderung einer Funktion zwischen den Argumenten a und b, die an
jeder Stelle z die Ableitung f(z) besitzt.

e Integral als verallgemeinerte Summe: Das Integral ist eine Summe Uber eine
Uberabzahlbare Menge an Summanden.
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Riemannintegral

55.1 Warum Riemannintegrale?
Integrale als orientierter Flacheninhalt

In der Schule wird der Ausdruck f; f(x)dz als orientierter Flacheninhalt
zwischen dem Graphen von f und der z-Achse im Intervall [a, b] definiert.
Dabei bedeutet ,orientiert®, dass Flacheninhalte oberhalb der z-Achse positiv
und Flacheninhalte unterhalb negativ gewertet werden:

)

Diese Definition ist vordergriindig ausreichend, zeigt aber bei genauerer
Betrachtung Probleme. So ist der Begriff des ,Flacheninhalts” nicht ma-
thematisch prazise definiert. Auch ist nicht klar, ob die Bestimmung des
.Flacheninhalts unter dem Graphen“ immer funktioniert.
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55.1 Warum Riemannintegrale?

Eine seltsame Funktion

Wir definieren die Funktion f : [0,1] — R fir z € [0, 1] folgendermaBen:

flz) =

0 sonst

{1 fallsz € Q

Dies ist die sogenannte ,Dirichlet-Funktion®. Sie ist eingeschrankt auf das
Intervall [0, 1]. Sie nimmt bei allen rationalen Zahlen den Wert 1 und bei allen
irrationalen Zahlen den Wert 0 an. Das Zeichnen des zugehorigen Funktions-
graphen stellt uns vor groBe Probleme. Der Funktionswert wechselt standig
zwischen 0 und 1 hin und her (damit ist die Funktion nirgends stetig). Da
in jedem noch so kleinen Intervall [a, b] mit a < b sowohl rationale als auch
irrationale Zahlen liegen, besteht der Graph von f aus zwei Ansammlun-
gen von Punkten —einmal auf Hohe 0 und einmal auf Hohe 1 —, die wie zwei
durchgangige Strecken aussehen:

Wir kdnnen nicht genau sagen, ob der Flacheninhalt zwischen der z-Achse
und dem Graphen von f den Wert 0, 1 oder etwas dazwischen haben sollte.
Durch die Einflihrung des Riemannintegrals stellen wir aber tatsachlich fest,
dass diese Funktion nicht riemannintegrierbar ist.

Notwendigkeit einer prazisen Definition

Am Beispiel der Dirichlet-Funktion sieht man, dass nicht bei jeder Funktion
der Flacheninhalt unter dem Graphen bestimmt werden kann. Wir brau-
chen also eine Methode fir die Entscheidung, ob der Flacheninhalt unter
dem Graphen existiert und, falls ja, wie groB er ist. Eine solche Methode
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bietet das Riemannintegral. Es erlaubt uns zu entscheiden, welche Funk-
tionen integrierbar sind (sprich: bei welchen ein orientierter Flacheninhalt
unter dem Graphen bestimmt werden kann). Ferner kdnnen wir mit ihm die
Eigenschaften von Integralen beweisen.

55.2 Herleitung des Riemannintegrals

Ein Verfahren zur Abschatzung des Integrals

Annaherung des Integrals durch feiner werdende Zerlegungen (188)

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Zunachst kénnen wir versuchen,
den Flacheninhalt von f unter dem Graphen abzuschatzen. Da f stetig ist,
nimmt sie ihr Maximum M und Minimum m an. Der gesuchte Flacheninhalt
ist nicht groBer als der Flacheninhalt des Rechtecks mit der Breite b — a und
der Hohe M. Auch ist er nicht kleiner als die Flache des Rechtecks mit der
Breite b — a und der Hohe m:

f f
| i i i
a b a b
Untere Schranke an das Integral Obere Schranke an das Integral
durch ein Rechteck der Breite durch ein Rechteck der Breite
b—a (189) b — a (190)
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Wir erhalten als Abschatzung:

b
(b—a)-m §/ fleyde < (b—a) - M
—— a —_———

kleines Rechteck groBes Rechteck

Diese Abschatzung ist noch nicht besonders gut. Besser wird sie durch eine
Aufteilung des Intervalls in zwei Teilintervalle [a, 2£2] und [“£2,b]. In beiden
Teilintervallen kann der Flacheninhalt mit Hilfe des jeweiligen Minimums
und Maximums abgeschatzt werden. Die Flachen der Rechtecke mit der
Hohe des jeweiligen Funktionsmaximums und der halben Intervalllange
als Breite schatzen den Flacheninhalt nach oben ab. Mit Hilfe der analogen
Rechtecke mit den Funktionsminima als Hohe kann der Flacheninhalt nach
unten abgeschatzt werden:

a afb b a ot b
Untere Schranke an das Integral Obere Schranke an das Integral
bei Aufteilung in zwei bei Aufteilung in zwei
Teilintervalle (191) Teilintervalle (192)

Seien M; und M die Maxima von f auf den Intervallen [a, 2t und [%£2, b]
und seien m; und mo die jeweiligen Minima. Der orientierte Flacheninhalt
unter f kann nun folgendermaBen abgeschatzt werden:

b—a b —a b—
: “mi + - M2 / flz M1+T Mo
— —
kl. Rechteck 1 kI Rechteck 2 gr. Rechteck1 gr. Rechteck 1
Die dabei auftretende Summe %52 . M, + 22 . M>, die den Flacheninhalt

unter dem Graphen von f nach oben abschatzt, wird Obersumme genannt.
Entsprechend heiBt die Summe fur die Abschatzung nach unten Untersumme.
Noch besser wird die Abschatzung, wenn wir diesen Prozess fortflihren und
das Intervallin 4, 8,16, .. Teilintervalle zerlegen. Bei 32 Teilintervallen erhalten
wir:
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L i :
a b a b

Untere Schranke bei Obere Schranke bei
gleichmaBiger Aufteilung des gleichmaBiger Aufteilung des
Grundintervalls in 2° = 32 Grundintervalls in 2° = 32
Teilintervalle (193) Teilintervalle (194)

Bei 2" Teilintervallen erhalten wirdie Intervalle Iy = [a + (k — 1) %%, a + k%:2],
wobei k eine Zahl zwischen 1 und 2" ist. Sei M}, das Maximum und my,,
das Minimum von f im k-ten Intervall I ,,. Der orientierte Flacheninhalt

unter dem Graphen von f kann nun abgeschéatzt werden Uber:

on on
b—a b b—a
g on cMEkn S f(x) dx S § on : Mk,n
k=1 @ k=1
Untersumme Obersumme

Obige Abschatzung sollte mit wachsendem n immer besser werden, da die
Einteilung des Grundintervalls [a, b] immer besser wird. Wir vermuten, dass
mit der Anzahl der Unterteilungen der Fehler zwischen der Abschatzung
nach oben bzw. nach unten und dem tatsachlichen Flacheninhalt immer
kleiner wird. Im Grenzwert n — oo sollte sowohl die Abschatzung nach oben
als auch die Abschatzung nach unten gegen den orientierten Flacheninhalt
konvergieren. Es sollte also gelten:

. b—a b - Eb-a
JI—EQOICZ on 'mk’":/af(x)dI:J'_[go; on « Mi,n

Durch Unterteilung des Grundintervalls in 2" konnten wir eine Ober- bzw. ei-
ne Untersumme bilden. Diese schatzen den orientierten Flacheninhalt unter
dem Graphen von f nach oben bzw. nach unten ab. Mit wachsendem n wird
diese Abschatzung immer besser und mit dem Grenziibergang n — oo kon-
vergiert sowohl die Ober- als auch die Untersumme gegen den tatsachlichen
orientierten Flacheninhalt von f. Damit haben wir ein Verfahren gefunden,
um den orientierten Flacheninhalt einer Funktion zu bestimmen.
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Zerlegungen

Bisher haben wir das Grundintervall in 2™ gleich groBe Teilintervalle zerlegt.
Jedoch kann bei einer beliebigen Unterteilung des Grundintervalls mit belie-
big vielen und beliebig groBen Teilintervallen eine Abschatzung nach oben
und nach unten nach dem obigen Verfahren gebildet werden. Dadurch kann
unser Verfahren verallgemeinert werden. Dies kann beispielsweise genutzt
werden, um kleinere Teilintervalle in den Bereichen zu wahlen, wo sich die
Funktion stark andert. Damit kann die Qualitat der Abschatzung verbessert
werden. Die folgende Abbildung zeigt eine Unterteilung von [a, b] in zehn
unterschiedlich groBe Teilintervalle:

[ ! ! T T R R | L1
a T Xy X3 Ty Ty Tg Ty Tg Tg b

Um eine solche Unterteilung zu definieren, reicht es, die Zahlen 1, ..., xp—1
anzugeben. Zusammen mit @ und b bilden sie die Randpunkte der Teilinter-
valle. Die Zahlen a, z1,. .., z,—1,bwerden deswegen Stlitzstellen genannt. Fur
eine einheitliche Notation definiert man zo = a und z,, = b. Das Tupel aller
Stitzstellen (zo, z1, ..., zn) wird Zerlegung des Intervalls [a, b] genannt.

Bei einer gegebenen Zerlegung (zo, 1, ..., %n) ist [Tr—1, 25 Mit1 < k <n
das k-te Teilintervall. Seine Lange ist zx — zx—1. Fassen wir zusammen:

Definition
Zerlegung
Sei ein Intervall [a, b] mita,b € Rund a < bgegeben.Ein (n+1)-Tupel A =
(zo,21,...,zn) ist genau dann eine Zerlegung des Intervalls [a, b], wenn

a =29 <z <...<x,=Db Die Zahlen des Tupels werden Stltzstellen
der Zerlegung genannt.

Im obigen Verfahren haben wir die Teilintervalle der Zerlegung durch Hin-
zunahme von Stltzstellen weiter unterteilt. Eine solche Zerlegung, die wir
durch Hinzunahme von weiteren Stutzstellen erhalten, wird Verfeinerung der
Zerlegung genannt:

Definition

Verfeinerung einer Zerlegung
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Seiena,b € Rmita < b.Seien A = (2o, z1,...,zn) Und A = (Yo, y1, ..., Ym)
zwei Zerlegungen des Intervalls [a, b]. Dann heiBt A eine Verfeinerung von

A,wenn {zo,z1,...,Zn} C {Yo,y1,-.-Ym} gilt.A enthalt also (neben mog-
licherweise zusatzlichen Stutzstellen) alle Stitzstellen von A.

Durch zusatzliche Stltzstellen wollen wir die Approximation des orientier-
ten Flacheninhalts durch Ober- und Untersumme verbessern. Dabei ist es
notwendig, dass die Teilintervalle immer kleiner werden. Um insgesamt die
Gute einer Zerlegung zu beurteilen, nennen wir die Lange des groBten Teil-
intervalls die Feinheit der Zerlegung. Diese sollte im Laufe der Abschatzung
immer kleiner werden und im Grenzwert gegen Null konvergieren:

Definition

Feinheit

Es sei eine Zerlegung A = (zo, z1, ..., %) eines Intervalls [a, b] mita,b €
R und a < b gegeben. Wir definieren die Feinheit |A| der Zerlegung A
durch

|A] := max{z1 — 20, T2 — T1,...,Tn — Tn—1}

Ober- und Untersummen

Sei nun f : [a,b] — R eine beliebige und nicht unbedingt stetige Funkti-
on.Durch sup, .., . f(z) finden wir die (kleinste) obere Schranke fur
die Funktionswerte von f im Teilintervall [zx_1, zx]. Analog finden wir Uber
infoclo, 1,2, f(x) eine Abschatzung nach unten fir die Funktionswerte von
f.- Damit alle Suprema und Infima existieren, nehmen wir zusatzlich an,
dass f beschrankt ist. Diese Suprema konnen nun benutzt werden, um den
Flacheninhalt nach oben und nach unten durch Rechtecke zu bestimmen:
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Y T T T Y Y Y N N N AN Y Y Y N MY N S N

a Ty Ty T3 Ty Ty Tg Ty Ty Tg b a T Ty T3 Ty Ty Tg Ty Tg Tg b
Der rote Flacheninhalt ist die Der blaue Flacheninhalt ist die
Untersumme einer gegebenen Obersumme einer gegebenen
Zerlegung mit zehn Teilintervallen Zerlegung mit zehn Teilintervallen
(196) (197)

Das Produkt (zx—1 — k) SUP,¢(,, _, ) f(2) istder Flacheninhalt des Recht-
ecks Uber dem Teilintervall [zx—1, zx] mit der Héhe sup, ., . f(z).Esist
eine Abschatzung nach oben fur den Flacheninhalt unter f eingeschrankt
auf [zx—_1, zx]. Durch Summation dieser Produkte fir alle Teilintervalle erhalt
man insgesamt die Abschatzung des Flacheninhalts nach oben flir diese
Zerlegung:

b n
[ f@de <Y m—wn) sup f()
a =1 z€[Tp_1,2k]
Analog konnen wir den Flacheninhalt auch nach unten abschatzen und
erhalten so:

n

Z(zvk — Tp-1) . inf ]f(x) < / flx)dz < Z(mk —zk—1) sup  f(z)
a k=1

=1 €T _1,T) z€[Tp_1,T8]

Untersumme Obersumme

Die jeweiligen Summen werden Ober- und Untersumme genannt:

Definition
Ober- und Untersummen
Fir eine Zerlegung A = (zo, z1, ..., z,) des Intervalls [a, b] und eine be-

schrénkte Funktion f : [a,b] — R definieren wir die Obersumme

O(A, f) =Y (wx —wr—1)  sup  f(x)

k=1 z€lz_1,0k]

Die Definition der Untersumme lautet:
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n

UA f)=> (zx—ax1) _inf  f(x)

] TE[TK—1,7k]

Oberes und unteres Integral

Mit jeder Obersumme O(A, f) haben wir eine Abschatzung des Flachen-
inhalts nach oben, die bei feineren Zerlegungen immer besser wird. Im
Grenzwert beliebig feiner Zerlegungen sollte die Obersumme O(A, f) gegen
den tatsachlichen Flacheninhalt streben. Die ,kleinstmogliche® Obersum-
me sollte also der gesuchte Flacheninhalt sein. ,Kleinstmoglich® steht in
AnfUhrungszeichen, da sich jede Obersumme vom tatsachlichen Flachenin-
halt unterscheiden kann. Der Unterschied kann aber beliebig klein werden
(wenn die Zerlegung hinreichend fein gewahlt wird). Deswegen missen wir
.kleinstmoglich® durch den ,kleinstmoglichen Grenzwert von Obersummen*
bzw. die ,groBtmogliche untere Schranke fur alle Obersummen® ersetzen.
Wir bilden also das Infimum infa zeregung O(4, f) der Menge aller méglichen
Obersummen und dieses sollte der orientierten Flache unter dem Graphen
entsprechen.Wir nennen dieses Infimum oberes Integral, da es durch Abschat-

zungen nach oben gewonnen wird. Als Schreibweise wahlen wir [ f(x) dx.
Analog konnen wir das untere Integral als Supremum aller Untersummen
definieren:

Definition

Oberes und unteres Integral

Sei f : [a,b] — R eine beschrénkte Funktion. Wir definieren das obere
Integral fabf(:p) dz und das untere Integral f:f(ac) dz Uber

A Zerlegung

/bf(:v) dz:= _inf O(A,f)

[ f@dri= sup UA)

A Zerlegung

Definition des Riemannintegrals

Was passiert bei Funktionen, denen man nicht sinnvoll einen Flacheninhalt
unter dem Graphen zuordnen kann? Denken wir an die Dirichlet-Funktion
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55.2 Herleitung des Riemannintegrals

f i [a,b] — R, die bei rationalen Zahlen den Wert 1 und bei irrationalen
Zahlen den Wert 0 hat. Jedes Teilintervall [xx—1, ] besitzt sowohl rationale
als auch irrationale Zahlen. Damit ist der maximale Funktionswert von f auf
[zk—1, k] stets 1 und der minimale Funktionswert ist gleich 0. Unabhangig
von der Zerlegung A erhalten wir:

oA, f) = Z(Cvk — Tp-1) sup flx) = Z(xk — Tp—1)
k=1 wElwp_1,0k] b1

UA f)=> (zx—ak1) _inf  flz)=> 0=0
] z€lz_1,7k] ]
—

Damit haben wir

/bf(:c)dz’: inf OA,f)= _inf (b—a)=b—a

A Zerlegung A Zerlegung

/bf(x)dx: sup U(A,f)= sup 0=0

A Zerlegung A Zerlegung

Bei der Dirichlet-Funktion stimmt das obere mit dem unteren Integral nicht
Uberein und so erhalten wir kein eindeutiges Ergebnis fur den orientierten
Flacheninhalt unter dem Graphen. Was tun? Wir fuhren eine Klassifikati-
on in”schdéne” und "unschone” Funktionen ein. Bei "schonen” Funktionen
stimmt das obere mit dem unteren Integral Uberein. Beide Verfahren liefern
dasselbe Ergebnis und wir kdnnen dieses als orientierten Flacheninhalt
unter dem Graphen definieren. Solche "schonen” Funktionen nennen wir
riemannintegrierbar oder kurz integrierbar.

Bei "unschonen” Funktionen liefern das obere und das untere Integral unter-
schiedliche Ergebnisse. Es ist nicht eindeutig, was der Flacheninhalt unter
dem Graphen sein soll und wir behaupten deshalb, dass dieses (nach un-
serem Verfahren) nicht existiert. Solche "unschonen” Funktionen heien
deshalb nicht riemannintegrierbar.
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Kapitel 55 Riemannintegral

Definition
Riemannintegral
Eine Funktion f : [a,b] — R heiBt riemannintegrierbar, wenn f beschrankt

ist und f:f(x) dz = f;f(x) dz. Dann definieren wir das (Riemann-)Integral
durch o

/:)f(a:)dm = /abf(x)da::/abf(x)da:

55.3 Kriterien fur Riemannintegrierbarkeit
Epsilon-Kriterium flir Riemannintegrierbarkeit

Das Epsilon-Kriterium sagt aus, dass eine Funktion genau dann riemann-
integrierbar ist, wenn der Unterschied zwischen Ober- und Untersumme
beliebig klein gemacht werden kann:

Satz

e-Kriterium

Sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Dann ist f genau dann
riemannintegrierbar,wennesfurallee > Oeine ZerlegungAdes Intervalls
[a, b] gibt, sodass gilt

O, f)—U(A, f) <e
Beweis
e-Kriterium

Beweisschritt: Hinrichtung Wir beweisen zunachst, dass aus der ange-
gebenen Bedingung die Riemannintegrierbarkeit von f folgt. Seie > 0
und A eine Zerlegung mit O(A, f) — U(A, f) < e Es gilt
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55.3 Kriterien flir Riemannintegrierbarkeit

A Zerlegung

b
UK, f)< sup WAﬂ:/ﬂ@M

A Zerlegung

~ b
O, f)> inf O(A,f):/f(m)dx

Es folgt

e b
e>mAﬁ—WAﬁz/ﬂmm—/ﬂmm

Nunist [* () de > [ f(2) de und damit [*f(z) dz — [*f(z) dz > 0. Fir
jedes e > 0 ist damit folgende Ungleichungskette erfullt:

€ >[f(m)d:c—/abf(1:)dm >0

Damit diese Ungleichungskette fir alle e > 0 erfillt ist, muss fabf(x) dz =
fbf(x) dx gelten. Es ist also f riemannintegrierbar.
Ja

Beweisschritt: RlUckrichtung Wir setzen nun umgekehrt voraus, dass
f riemannintegrierbar ist. Sei ein € > 0 vorgegeben. Wegen fabf(x) dx =

SUP A zeriegung U (A, f) existierteine Zerlegung A_ mitU(A_, f) > fabf(a:) dz—
5- Dies ist eine Folgerung aus der Definition des Supremums. o

Analog finden wir eine Zerlegung AL mit O(A4, f) < Ef(m) dz + 5. Sei
nun A eine gemeinsame Verfeinerung von A_ und A. Wir wissen, dass
OA, f) SO(AL, fHlundU(A, f) > U(A_, f) gilt. Also ist
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Kapitel 55 Riemannintegral

O, f)-UA, )
SO(A+, f) =U(A-, f)

/ >> (/f )

dm—/f Ydz + €

J/ )dz = / f(z)dz, da f riemannintegrierbar ist
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Kapitel 56

Eigenschaften des
Riemannintegrals

56.1 Ubersicht: Eigenschaften des Riemannintegrals
e Stetige Funktionen sind riemannintegrierbar.
» Monotonie: Aus f(x) < g(z) fur alle z € [a, b] folgt f:f(a:)dx < f; g(x)dz.

e Summenregel: Wenn f und g riemannintegrierbar sind, dann sind auch
f + g riemannintegrierbar und es gilt f: (f(z) + g(x))dz = f: f(z)dz +
f: g(z)dz.

e Faktorregel: Wenn f riemannintegrierbar ist, dann ist es auch die Funktion
A- fmitA € Rundesgilt [*Af(z)dz = A [ f(z)dz.

o Additivitat der Grenzen: Seien a,b,c € Rmita < c<bundsei f:[a,b] > R
eine Funktion. Dann ist f genau dann riemannintegrierbar auf dem Inter-
vall [a, b], wenn f auf den Intervallen [a, c] und [c, b] jeweils riemanninte-
grierbar ist. In diesem Fall gilt ff f(z)dz = [ f(z)dz + fcb f(z)dz.

 Dreiecksungleichung: Sei f : [a,b] — R eine riemannintegrierbare Funktion,
wobei a und b reelle Zahlen mit a < b sind. Dann ist die Funktion |f| :

[} f@)da| <

[a,b] — R,z — |f(z)| riemannintegrierbar und es gilt
Jo | (@)|da.
e Produktregel: Seien f : [a,b] — Rund g : [a,b] — R zwei riemannintegrier-

bare Funktionen, wobei a und b reelle Zahlen mita < b sind. Dann ist die
Funktion (f - g) : [a,b] = R,z — f(z) - g(z) riemannintegrierbar.
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Kapitel 56 Eigenschaften des Riemannintegrals

e Monotone Funktionen sind riemannintegrierbar.

e Wenn sich eine Funktion von einer riemannintegrierbaren Funktion nur
an endlich vielen Stellen unterscheidet, dann ist auch sie riemanninte-
grierbar und ihr Integral ist gleich dem Integral der anderen Funktion.
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Kapitel 57

Mittelwertsatz fur Integrale

Nach dem Mittelwertsatz flir Integrale nehmen stetige Funktionen auf einem
kompakten Intervall ihren durchschnittlichen Wert an. Dieser Satz kann un-
ter anderem zum Beweis des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
verwendet werden. Dieser stellt einen Zusammenhang zwischen Integral
und Ableitung her.

57.1 Das Integral als Durchschnittswert
Wiederholung: Durchschnitt und gewichteter Durchschnitt

Mit dem Integral kann der Durchschnittswert einer Funktion bestimmt wer-
den. Bei n verschiedenen Werten y; bis y,, kann ihr Durchschnitt bzw. der
Mittelwert § bestimmt werden Uber

y1t+y2+...+yYn
n

Y=

So ist der Durchschnitt der Werte (1,1,2,3) gleich 2(1 +1+ 2+ 3) = 7.
Wenn die einzelnen Werte y; bis y, in der Berechnung des Durchschnitts
durch unterschiedliche Faktoren w; bis w, gewichtet werden sollen, lautet
die Formel:

w1 Y1+ w2 Y2+ ...+ Wn - Yn
w1+ w2 + ...+ wWn

Y=

Eine Gewichtung w; = 2 bedeutet beispielsweise, dass der Wert y; doppelt
so stark in den Durchschnitt eingehen soll, als wenn w; = 1 ware.
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Kapitel 57 Mittelwertsatz fiir Integrale

Durchschnittsberechnung einer Funktion

Eine Funktion f : [a,b] — R hat unendlich viele Argumente und nimmt
damit unendlich oft Funktionswerte an. Die Formel zur Mittelwertsberech-
nung von endlich vielen Werten kann also nicht verwendet werden, um den
durchschnittlichen Funktionswert von f zu bestimmen. Wir kdnnen diesen
aber annahern. Hierzu zerlegen wir das Intervall [a, b] in Teilintervalle. Durch
die Wahl von Stutzstellen (zo,21,...,2Zn) Mitzo = a und z, = b wird das
Intervall [a,b] in n Intervalle [zx—1, zx] mit 1 < k < n unterteilt:

[ — | | |- | | | | |
a Ty T T3 Ty Ty Tg Ty g X9 b

Sei nun Mj,,, das Supremum und my,, das Infimum der Funktionswerte
von f im Teilintervall [zx_1, z%]. Damit das Supremum und Infimum exis-
tiert, nehmen wir zusatzlich an, dass f beschrankt ist. Nun konnen zwei
Treppenfunktionen definiert werden, die jeweils die Funktion f von oben
bzw. von unten annahern. Bei der oberen Treppenfunktion 7" : [a,b] — R
definieren wir T'(x) = My, fUr z € [zr—1,2r) und T'(zn) = f(xn). Bei der
unteren Treppenfunktion ¢ : [a,b] — Rist t(z) = my,, bei z € [zk—1,2zk) und

t(an) = f(zn):

[ A TN NN N T SN TR N I T SN NN N N SN HNN S
a Ty Ty X3 Ty Ts Tg Ty Tg Tg b a Ty Ty XT3 Ty Ty Tg Ty Tg Tg b

Treppenfunktion ¢, die die

Funktion von unten approximiert.

(199)

Treppenfunktion 7, die die
Funktion von oben approximiert.
(200)

Beide Treppenfunktionen nehmen nur endlich viele Werte an und nahern bei-
de den Funktionsverlaufvon f an.Da die Werte von T immer Gber den Werten
von f liegen, sollte auch der durchschnittliche Wert von T' groBer gleich dem
Mittelwert von f sein. Der Durchschnittswert der oberen Treppenfunktion
schatzt also den gesuchten Funktionsmittelwert nach oben ab. Analog ist
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57.1 Das Integral als Durchschnittswert

der Durchschnittswert der unteren Treppenfunktion eine Abschatzung nach
unten flr den Mittelwert von f.

Um den Mittelwert einer Treppenfunktion zu bestimmen, reicht es nicht
aus, den Durchschnitt der angenommenen Funktionswerte zu bilden. So
nehmen die folgenden Treppenfunktionen dieselben Funktionswerte an.
Wegen der unterschiedlichen GroBe der Teilintervalle sollte sich aber der
Durchschnittswert der beiden Teilintervalle unterscheiden:

0 1 2 3 a 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Treppenfunktion mit den Werten Auch diese Treppenfunktion

0,1 und 2. Der durchschnittliche nimmt nur die Werte 0, 1 und 2 an.
Wert sollte aber groBer als Ihr durchschnittlicher Wert sollte
$(0+1+2) = 1sein. (201) aber geringer als 1 sein. (202)

Vielmehr missen wir die Funktionswerte mit den Langen der Teilintervalle

an der Stelle gewichten, wo diese Funktionswerte angenommen werden.

Das k-te Teilintervall [xx—_1, zx] hat die Ldnge x, — xx—1. Bei der oberen Trep-

penfunktion T bilden wir also den Mittelwert T der Zahlen My, mit den

Gewichten zp — xj_1:

Ml,n . (321 — 320) —+ Mgﬁn . (LEQ — LE1) + ...+ Mnm . (xn — CIZ’n_l)
(x1—x0) + (2 —21) + ... + (Tn — Tn—1)

_ > 1 Mien - (x — 23-1)

Tn — X0

T:

1 n
b—a = pon (@6 — Tk1)

Analog kénnen wir den Durchschnittswert ¢ der unteren Treppenfunktion
bestimmen. Insgesamt erhalten wir die Abschatzung:

1

t=
b—a

n B 1 n o
‘;mk,n'(xk_l‘k—l)gfg b —a ';Mk,n~(ka—$k—1):T

Untersumme Obersumme
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Kapitel 57 Mittelwertsatz fiir Integrale

Wir konnten also den durchschnittlichen Funktionswert f der gegebenen
Funktion f abschatzen. Als Summen treten dabei die Ober- und Untersum-
men auf, die selbst den orientierten Flacheninhalt unter dem Graphen ap-
proximieren.Um die obige Abschatzung weiter zu verbessern, missen wir
das Grundintervall immer feiner zerlegen. Unter der Voraussetzung, dass
die Funktion f riemannintegrierbar ist, strebt dabei die Unter- sowie die
Obersumme gegen das Integral fab f(z) dz. Mit Hilfe des Sandwichsatzes
konnen wir aus obiger Abschatzung folgern:

_ b
fegos [ f@ds

Mit Hilfe des Integrals kann also der Durchschnittswert einer Funktion be-
stimmt werden. Hierzu muss das Integral durch die Lange b — a des Grund-
intervalls geteilt werden.

Geometrische Herleitung
Der Zusammenhang zwischen Integral und Mittelwert einer Funktion f :
[a,b] — R kann geometrisch hergeleitet werden. Betrachten wir hierzu eine

integrierbare Funktion f : [a,b] — R. Das Integral f: f(x) dz entspricht dem
orientiertem Flacheninhalt zwischen dem Graphen von f und der z-Achse:

)

/abf(x)dx

Wenn wir die Funktion so verandern, dass sie nur den durchschnittlichen
Funktionswert annimmt, dann sollte sich ihr Flacheninhalt unter dem Gra-
phen nicht &ndern. Wir kénnen den Durchschnittswert f der Funktion f also
darUber definieren, dass der Flacheninhalt des Rechtecks mit der Grundseite
[a, b] auf der z-Achse und der Hohe f gleich dem orientierten Flacheninhalt
unter dem Graphen von f ist:
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57.2 Der Mittelwertsatz

Damit erhalten wir die Gleichung f - (b — a) = fab f(z) dz. Diese kénnen wir
umformen zu:

57.2 Der Mittelwertsatz

Bedeutung

Gibt es ein Argument £ € [a, b], so dass f(§) dem durchschnittlichen Wert
von f entspricht? Dies ist die zentrale Frage hinter dem Mittelwertsatz fur
Integrale (205)

Bei einer stetigen Funktion f : [a,b] — R liegt der Durchschnittswert im
Bereich der Werte, welche die Funktion annimmt. Es gibt also ein £, so dass
(&) gleich dem durchschnittlichen Funktionswert von f ist. Das Rechteck
mit der Breite b — a und der Hohe f(€) besitzt dann denselben Flacheninhalt
wie die Funktion f unter ihrem Graphen:
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Kapitel 57 Mittelwertsatz fiir Integrale

f©)

Dies ist bereits die Aussage des Mittelwertsatzes: Eine stetige Funktion
nimmt ihren Mittelwert als Funktionswert an. Es gibt also fur alle stetigen
Funktionen f : [a,b] — R mindestens ein Argument & € [a, b] mit:

b
O GLE

Um auch den Fall a = b zu erlauben, stellen wir obige Gleichung um und
erhalten so ein § € [a, b] mit:

F© - (b—a) = / f(z) da

Notwendigkeit der Stetigkeitsvoraussetzung

0.8

06

0.4

02

0.0

000 025 050 075 100 125 150 175 2.00

Graph der Funktion g (207)

Dass der Mittelwertsatz fir Integrale nicht fir beliebige Funktionen gilt
und dass die Stetigkeit als Voraussetzung wichtig ist, zeigt die Funktion
g:10,2] = Rmit
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57.2 Der Mittelwertsatz

g(x) =

0 falls0<zxz<1
1 fallsl1<x<2

Diese Funktion ist riemannintegrierbar, weil sie aus zwei konstanten Funk-
tionen zusammengesetzt ist. Es gilt

2 1 2
/ g(:c)dx:/ g(x)d:):—i—/ glx)de=0+1=1
0 0 1
Der durchschnittliche Funktionswert betragt also

1 2

1
- dor = =
2-0 Og(w) Y73

Nach Betrachtung des Funktionsverlaufs macht dies auch Sinn. Allerdings
wird der Wert % von g nicht angenommen, da 0 und 1 die einzigen Funkti-
onswerte sind. Bei unstetigen Funktion wie g (g ist an der Stelle 1 unstetig)
ist der Mittelwertsatz nicht unbedingt erfullt.

Satz und Beweis

Satz
Mittelwertsatz fur Integrale

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es ein £ € [a, b] mit
b
£ =)= [ f)do

Losungsweg
Mittelwertsatz fur Integrale

Sei f der durchschnittliche Funktionswert von f.Im Fall a < b miissen
wir zeigen, dass es ein ¢ € [a,b] mit f(¢) = f gibt. Die Idee ist nun,
den Zwischenwertsatz anzuwenden. Wenn wir zeigen konnen, dass der
durchschnittliche Funktionswert zwischen dem Minimum m und dem
Maximum M der Funktion liegt, so muss dieser aufgrund der Stetigkeit

von f selbst als Funktionswert angenommen werden:
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Kapitel 57 Mittelwertsatz fiir Integrale

M|
£0) -

m

Umm < f < M zu beweisen, schitzen wir das Integral f: f(z)dz nach
unten durch das konstante Integral fabmdac = (b —a) - mund nach oben
durch das konstante Integral f: M dx = (b—a)- M ab.Diese Abschatzung
kénnen wir wegen m < f(z) < M vornehmen:

b
(b—a)'mg/ fl@)ydz < (b—a) - M
Division durch b — a liefert dann die gewlnschte Ungleichung:

m<1

< b_a/abf(x)dang
—_———
=7

Fur den formalen Beweis mussen wir unsere Argumente noch in eine
logisch korrekte Reihenfolge bringen. Im Wesentlichen missen wir hierzu
die Reihenfolge der Argumente umkehren. AuBerdem mussen wir den Fall
a = b beachten, bei dem wir nicht durch b — a teilen dirfen.Im Falla = b
sind beide Seiten der Gleichung stets Null und damit ist die Gleichung
fir & = a = btrivialerweise erfullt.

Beweis
Mittelwertsatz fur Integrale

Falls a = b gilt, wahlen wir (gezwungenermafBen) £ = a = bund es gilt

/f(w)dw=0=(b—a)~f(§)

Im Folgenden sei nun a < b. Nach dem Satz vom Minimum und Maximum
nimmt die stetige Funktion f auf dem kompakten Intervall [a, b] ihr Mini-
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57.2 Der Mittelwertsatz

mum m € Rund ihr Maximum M € R an. Aufgrund der Monotonie des
Integrals gilt

/abf(x)dxz/abmdx:(b—a)-m

/abf(x)dxg/abMdm:(bfa)-M

Wir erhalten also

1
b—a

m <

/jf(:n)dng

Somit gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [a, b] mit

b
fe =" / f(x) de

b—a

b
= (b—a)~f(€)=/ f(x) dz
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Kapitel 58

Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (kurz HDI) ist einer der
bedeutendsten Satze der Analysis. Nach ihm kann tber das Integral die
Gesamtanderung einer Funktion bestimmt werden, wenn ihre Ableitung
Uberall bekannt ist. So kann beispielsweise die Verdnderung eines Systems
ausgerechnet werden, wenn man zu jedem Zeitpunkt die momentane Ande-
rungsrate (also die Ableitung) kennt.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung stellt so eine Bezie-
hung zwischen der Ableitung und dem Integral her und zeigt, dass sich
Ableitung und Integration in gewisser Weise umkehren. Dies kann beispiels-
weise ausgenutzt werden, um Integrale leichter auszurechnen. Dabei werden
zwei Versionen des Hauptsatzes unterschieden: Die eine Version trifft eine
Aussage daruber, was das Integral der Ableitungsfunktion ist und die andere
beschreibt, was die Ableitung der sogenannten Integralfunktion ist.

Haufig wird die Definition des Integrals aus der Grundvorstellung hergelei-
tet, dass es die orientierte Flache zwischen dem Graphen und der z-Achse
wiedergibt. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zeigt, dass
diese orientierte Flache unter dem Graphen einer Ableitung als Funktions-
anderung der ursprunglichen Funktion interpretiert werden kann.
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58.1 Erste Variante des Hauptsatzes

58.1 Erste Variante des Hauptsatzes
Version: Integral der Ableitungsfunktion

Eine Variante des Hauptsatzes kann so formuliert werden:

Das Integral /f f(x) dx entspricht der Gesamtanderung einer Funktion,
die an jeder Stelle = € [a, b] die momentane Anderungsrate f(x) besitzt.

Sei F' : [a,b] — R eine solche Funktion, die an jeder Stelle z € [a,b] die
momentane Anderungsrate f(x) besitzt. Da die Ableitung die momentane
Anderungsrate einer Funktion beschreibt, ist also F'(z) = f(z) fur alle
x € l[a,b]. Eine solche Funktion F' wird Stammfunktion von f genannt. Die
Gesamtanderung der Funktion F'im Intervall [a, b] entspricht der Differenz
F(b) — F(a). Es muss also gelten:

b
[ f@da=F ) - F@

Dies ist die erste Version des Hauptsatzes. Da wir im Beweis auf den Mittel-
wertsatz der Integralrechnung zurlickgreifen, werden wir die Stetigkeit von
f zusatzlich voraussetzen:

Satz
Haupsatz der Differential- und Integralrechnung: Integral der Ablei-
tungsfunktion

Sei f: [a,b] — Reine stetige Funktion.Fir jede Stammfunktion F': [a, b] —
R gilt:

b
/f@Nw=H®—ﬂ®

Stammfunktion

In der ersten Variante des Hauptsatzes ist die Rede von einer Funktion F,
deren Ableitungsfunktion gleich f ist. Eine solche Funktion wird Stamm-
funktion von f genannt:

Definition

Stammfunktion
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Kapitel 58 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Eine differenzierbare Funktion F' : D — R heiBBt Stammfunktion einer
gegebenen Funktion f : D — R, wenn f die Ableitung von F'ist. Es muss
also F'(z) = f(z) fur alle x € D gelten.

Salopp gesprochen ist eine Stammfunktion das ,Gegenteil“ der Ableitungs-
funktion. Sie ist jedoch im Gegensatz zur Ableitungsfunktion nicht eindeutig.
Betrachte die Funktion f : R — R mit f(z) = 3z2. Eine mdgliche Stamm-
funktion ist die Funktion F' : R — R mit F'(z) = 2® 4+ 4. Denn es gilt nach den
Ableitungsregeln F’(x) = 322 Es fallt auf, dass wir anstelle der Konstanten
4 auch eine andere hatten wahlen kdnnen, da diese bei der Ableitung ver-
schwindet. Tatsdchlich ist jede Funktion der Form F(z) = 2® + C mit einer
beliebigen Konstanten C' € R eine Stammfunktion von f.

Frage
Verstandnisfrage

Wie lauten alle Stammfunktionen zu folgenden Funktionen auf R?

I F(z)=12"+CmitC eR
2. Glz)=—e"+CmitC eR
3. H(z) = —2cos (32) + CmitC € R

Differenz von Stammfunktionen

Hat also eine Funktion f eine Stammfunktion F', so hat sie auch unendlich
viele weitere Stammfunktionen, namlich alle Funktionen F(z) = F(z) + C
mit einer beliebigen Konstante C' € R. Das liegt daran, dass eine (additive)
Konstante beim Ableiten wegfallt. Wir kdnnen sogar zeigen, dass man auf
diese Weise alle Stammfunktionen von f erhalt:

NIy Satz

¥
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Seien F und F Stammfunktionen der gleichen Funktion f. Dann unter-
scheiden sich F und F nur um eine additive Konstante, d.h. es existiert
eine reelle Zahl C' mit F'(z) = F(z) + C fur allexz € R.

Beweis

Wir betrachten die Differenz G(z) := F(z) — F(z) der beiden Stammfunk-
tionen. Fir diese gilt nach der Differenzregel

far alle x € R. Wir wollen zeigen, dass die Funktion G konstant ist, denn
aus G(z) = C fir alle z € R folgt, dass F(x) = F(x) + C fur allex € R.

Angenommen, G ist nicht konstant. Dann gibt es a # b mit G(a) # G(b).
Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein £ € R mit

G(b) — G(a)

c'(e) = T —

Wegen G(a) # G(b) gilt einerseits G'(£) # 0. Andererseits haben wir
uns oben bereits Uberlegt, dass G'(z) = 0 fur alle z € R gilt, also auch
G'(€) = 0. Das ist ein Widerspruch und somit muss G konstant sein.

58.2 Anwendung: (Re-)konstruktion der
Stammfunktion

Uber das Integral kann aus der Ableitung die Gesamtanderung einer Funk-
tion berechnet werden. Damit konnen wir das Integral benutzen, um aus
einer bekannten Ableitung die urspriingliche Funktion zu rekonstruieren
bzw. eine gesuchte Funktion zu bestimmen, deren Ableitung bekannt ist. Da
wir nur Anderungen einer Funktion bestimmen kénnen, brauchen wir noch
einen Anfangswert, den die Funktion an einer festgelegten Stelle haben soll.

Nehmen wir an, dass wir eine Funktion F' : R — R bestimmen wollen. Ihre
Ableitung sei die fur uns bekannte Funktion f : R — R. AuBerdem wissen
wir, dass an der Stelle a € R die Funktion F' den Wert y, € R besitzt. Es gilt
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also F(a) = ya. Aus diesen beiden Informationen konnen wir mit Hilfe des
Integrals die Funktion F' (re-)konstruieren:

F(z)= F(a) + F(z)—-F(a)
S~~~ ——

Anfangswert Anderung zwischen a und z

:y,,+/: £(t) dt

Mit dieser Formel kann der Wert einer Funktion bestimmt werden, wenn
man deren Ableitung und einen Anfangswert kennt.

58.3 Zweite Variante des Hauptsatzes
Version: Ableitung der Integralfunktion

In der Herleitung der Formel F(z) = ya + [.” f(t) dt haben wir angenommen,
dass f die Ableitung von F ist. Kbnnen wir umgekehrt die Gleichung F'(z) =
f(x) zeigen, wenn wir F Gber F(z) = ya + [ f(t)dt definieren? Hierzu
musste gelten:

f(w):F'(m):%<ya+sz )
*iyaJrf(/f o) = o ([T rwe)

Damit unsere Vermutung stimmt, missen wir f(z) = & ([7 f(¢) dt) be-
weisen. Sprich: Fir eine Funktion H : R — R mit H(z) = [ f(t) dt muss
H'(z) = f(z) gelten. Eine solche Funktion H werden wir Integralfunktion
nennen. Auch bei dieser neuen Version des Hauptsatzes werden wir voraus-
setzen, dass die Funktion f stetig ist:

Satz

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Ableitung der Inte-

gralfunktion

Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist die Integralfunktion F : [a,b] — R mit
= [T f(t) dt eine Stammfunktion von f. Es gilt also F'(Z) = f(&)
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58.4 Beweis

furalle Z € [a, b].

58.4 Beweis

Wir werden erst die zweite Variante des Hauptsatzes beweisen und aus
dieser dann die erste Variante herleiten.

Variante: Ableitung der Integralfunktion

Satz

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Ableitung der Inte-
gralfunktion

Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist die Integralfunktion F : [a,b] — R mit
F(z) = [7 f(t) dt eine Stammfunktion von f. Es gilt also F'(&) = f(&)
furalle Z € [a, b].

Beweis

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Ableitung der Inte-
gralfunktion

Sei f : [a,b] — R stetigund F : [a,b] — R mit F(z) = [ f(t)dt die
Integralfunktion von f. Wir mlssen zeigen, dass der Differentialquotient
limy_o ZEHM=LE) eyistiert und gleich f(Z) ist. Sei dazu # € [a, b] fest
und h # 0 mitZ + h € [a,b]. Aufgrund der Additivitat der Grenzen des
Integrals gilt

PEB=F@ ([ e [Cswe)=F [ e

Nach dem Mittelwertsatz fiir Integrale existiert eine reelle Zahl &, € [Z,Z+ h]
mit:

z+h
[ FE)dt = h f(€n)

499



Kapitel 58 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Im Grenzwert b — 0 haben wir &, — 2 wegenz < &, < T + h. Mit der
Stetigkeit von f folgt
F(Z+h)— F(2) 1

PE) = fim S =

h- f(&n)
= lim £(&) = f (lim &) = £(@)
Die Ableitung von F'in Z existiert also und hat den Wert f(Z).

Variante: Integral der Ableitungsfunktion

Y Satz
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Integral der Ablei-
tungsfunktion

Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Fiirjede Stammfunktion F': [a,b] —
R gilt:

[ f@da=F(®) - Fla)

Beweis
* Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Integral der Ablei-
tungsfunktion

Sei f: [a,b] — R eine stetige und damit integrierbare Funktion. Sei F :
[a,b] — R mit F(z) = [ f(t) dt die Integralfunktion von f. Nach der
Variante ,Ableitung der Integralfunktion“ ist wegen der Stetigkeit von f
die Integralfunktion F eine Stammfunktion von f. AuBerdem gilt wegen
F(a) = [ f(t)dt =0:

/ f(x)dm:F(b)ZF(b)—F(a)

Die zu beweisende Gleichung ist also fur die Integralfunktion als spezielle
Stammfunktion von f erfullt. Sei nun F : [a,b] — R eine beliebige Stamm-
funktion von f. Da sich zwei Stammfunktionen nur um eine Konstante
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58.5 Anwendung

unterscheiden, gibt es einen Wert C' € R mit F/(z) = F(z) + C. Damit ist:

/ J(t)dt = B(b) - F(a) = (F(b) + C) - (F(a) + C) = F(b) - F(a)

58.5 Anwendung

Mit dem Hauptsatz konnen bestimmte Integrale berechnet werden. Sofern
eine Stammfunktion F' des Integranden f bekannt ist, kann das Integral
f: f dz Uber die Differenz F'(b) — F'(a) bestimmt werden. In der Praxis wird
haufig der Ausdruck [F(z)]” oder F(x)|’ fiir die Differenz F(b) — F(a) ver-
wendet. Dabei spielt es keine Rolle, welche Stammfunktion gewahlt wird. Da
diese sich nur um eine Konstante unterscheiden, fallt diese bei der Differenz
F(b) — F(a) weg.

Beispiel

Bestimmtes Integral der Quadratfunktion

Wir berechnen das Integral von f(z) := z* im Intervall [1, 3] mittels Um-
kehrung der Potenzregel. Nach der allgemeinen Ableitungsregel fir Po-
tenzen ist die Ableitungsfunktion der Polynomfunktion f(z) = 2® gleich
f'(z) = 32> Daher ist die Ableitungsfunktion von f(z) = 32° gleich
f'(z) = % - 3% = 2°. Mit dem Hauptsatz erhalten wir

3 3
) 151 1 5 1 .5 26
der = | = =37 —-—=.1"= —
/1” v {3%1 3 3 3

Beispiel

Bestimmtes Integral der Sinusfunktion

Sei f(z) := sin(z). Man mochte nun die bilanzierte Fldche unter dem
Graphen von f zwischen [0, 7] wissen, was in mathematischer Schreib-
weise dem Integral [" sin(z) dz entspricht. Da F(z) := —cos(z) eine
Stammfunktion von f ist, folgt:

/" sin(z)dz = F(r) — F(0) = — cos(r) — (— c08(0)) = —(—1) + 1 = 2
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Frage
Verstandnisfrage

Sei f : R — Reine differenzierbare Funktion. Bestimme
Lo Jf@d

2. [T L f(t)dt

Losungen:

LG fo Q) dt = SF(x) = F'(2) = f(x)

2. [T s f®)dt = f(z) — f(a)

58.6 Unbestimmte Integrale
Definition des unbestimmten Integrals

Zu einer Funktion gibt es mehrere Stammfunktionen. Uber das unbestimmte
Integral kann die Menge aller Stammfunktionen bestimmt werden:

Definition
Unbestimmtes Integral

Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f wird mit [ f dz be-
zeichnet und heiBt unbestimmtes Integral von f.

Beispiel
Unbestimmtes Integral

Jede Stammfunktion der Funktion f : R — R mit f(z) = 32° hat die
Zuordnungsvorschrift F'(z) = 2 4 C. Damit gilt:

/3x2dx:{F:R—>R|F(x):x3+C’, C e R}
Der Einfachheit halber schreiben wir kirzer:

/3w2dm2x3+C
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Frage
Verstandnisfrage

Bestimme das unbestimmte Integral [(z® + 2) da.

/(x3+2)dx:ix4+2x+0

Zusammenhang zwischen bestimmtem und unbestimmtem Integral

Es ist wichtig, dass du zwischen bestimmtem und unbestimmtem Integral
sauber unterscheidest. Das bestimmte Integral ff f(x) dz ist eine Zahl und
gibt die orientierte Flache unter den Graphen von f zurtick. Das unbestimm-
te Integral [ f(z)dz ist eine Menge von Funktionen, namlich die Menge
aller Stammfunktionen von f. Wie beide Begriffe zusammenhangen, wird
im Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung deutlich. Die Variante
sIntegral der Ableitungsfunktion® kann folgendermaBen formuliert werden:

Fir alle Funktionen F aus [ f(z) dz gilt [ f(z) dz = F(b) — F(a).

Auch die Version ,Ableitung der Integralfunktion® kann mit Hilfe des unbe-
stimmten Integrals ausgedruckt werden:

Die Funktion H : R — R mit H(z) = [’ f(t)dt ist eine Funktion der
Menge [ f(z) dz.

Beide Aussagen gelten, wenn f eine stetige Funktion ist.

Liste von unbestimmten Integralen

— Hauptartikel: Beispiele fir Integrale

Folgende Liste gibt eine Ubersicht tber die wichtigsten unbestimmten Inte-
grale. Es gilt Uberall C € R:

o [atde = 52"+ COmitse R\ {-1}undz >0
e [Ldz=In[z|+C
e [sin(z)dz = —cos(z) + C

e [cos(z)dz = sin(z) + C
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e [tan(z)dz = —In(cos(z)) + C
o [exp(z)dz =exp(z) + C

e [In(z)dz==zIn(z) —z+C

. fﬁdx:arctan(x)JrC

o [ = dz = arcsin(z) + C

1—x2

o [ \/1’7_17 dz = arccos(z) + C
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Substitutionsregel

Die Substitutionsregel ist eine Methode zur Bestimmung von bestimmten
und unbestimmten Integralen. Diese wird aus der Kettenregel der Ableitung
mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung gewonnen.
Durch diese Regel wird das ursprungliche Integral in ein anderes Integrati-
onsproblem Uberfuhrt, welches idealerweise leichter zu I6sen ist.

59.1 Herleitung

Leider gibt es im Allgemeinen keine ,,Formeln®“ zur Bestimmung von Stamm-
funktionen, wie es zum Beispiel bei Ableitungen der Fall ist. Jedoch kénnen
aus den Ableitungsregeln Uber den Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung Umformungsregeln flr Integrale gewonnen werden. Die Sub-
stitutionsregel ist ein solches Beispiel: Wir wissen, dass die Kettenregel
R (x) = u'(v(z)) - v'(x) far eine Funktion h(z) = u(v(z)) mit differenzierba-
ren Funktionen u und v gilt. Daher muss umgekehrt eine Funktion f mit der
Zuordnungsvorschrift f(x) = «/(v(x)) - v'(z) die Funktion F(z) = u(v(z))
als Stammfunktion besitzen. Dies kann fur die Integralrechnung ausgenutzt
werden.

Beispiel

Umkehrung Kettenregel

Sei die Funktion f(z) := 2z sin(z?) gegeben. Wir erkennen, dass die vor-

dere Funktion z — 2z genau die Ableitung der Funktion = — 22 ist,

die ,innerhalb“ des Sinus steht. Setzen wir v'(z) = 2z, v(z) = z* und

u'(z) = sin(z), soist f von der Form u/(v(z)) - v’ (x). Nach der Kettenregel
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hat eine Stammfunktion die Gestalt F'(x) = u(v(z)). Die Stammfunktion
von u’ = sin lautet u = — cos. Daraus folgt, dass F(z) = — cos(z?) eine
Stammfunktion von f(z) = 2x sin(z?) ist. Durch Ableiten von I kénnen
wir dies leicht verifizieren. Fiir das Integrationsproblem foﬁ 2z sin(z?) dz
folgt nun mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

NG
v NG ) )
/ 2z sin(z?) dz = / sin (:1:2) -2z dz = —cos(x”)
0 0 N———— N———
u/(v(x))- v (x) u(v(z)) 0

— _cos (\/7?2) —(—cos(0)) =1+1=2
——

N—— _
=1 =1

59.2 Allgemeine Formulierung

Damit die Substitutionsregel aus dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung hergeleitet werden kann, nehmen wir alle Voraussetzungen
des Hauptsatzes an:

Satz
Substitutionsregel

Sei I ein reelles Intervall. Seien v: [a,b] — I und u: I — R zwei stetig
differenzierbare Funktionen. Es ist dann

b v(b) )
/ o' (v(x)) - (x) dz = / u'(t) dt = [u(z)] Zéi?)

v(a)

Insbesondere gilt
/ul(zr(:z:)) ' (z) dz = u(v(z)) + C

Beweis
Substitutionsregel

Sei I ein reelles Intervall sowie v: [a,b] — I und u: I — R stetig differen-
zierbar. Nach der Kettenregel gilt fur die Ableitung der zusammengesetz-

506



59.3 Anwendung

ten Funktion u o v:
(uo ) (t) = u'(v(t))v'(¢)

Dann folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(HDI):

/ab v (v(z)) - v’ (z) da

| HDImit (uwov)'(t) = u'(v(t))v'(t)
v(b)

= [u(v(@)]a = u(v(b)) — u(v(a)) = [u(@)]})

| HDI mit Stammfunktion u(z)

o)
:/ u' (t) dt
v(a)

59.3 Anwendung

Das Ziel bei der Substitution ist es, einen Integranden der Form f(z) =
u'(v(z)) - v’ (z) durch Anwendung der Substitutionsmethode in den ,.einfa-
cheren“ Integranden u'(t) umzuwandeln.

Anwendungsbeispiel

Beispiel

Gegeben sei das Integral f13 8z - sin(z? + 4) dx. Der Integrand ist hier
f(z) = 8z - sin(2? + 4). Wichtig ist es nun zu erkennen, dass die ,duBere”
Funktion 8z ein Vielfaches der Ableitung der ,inneren“ Funktion v(z) =
x? +4ist. Genauer gilt v'(z) = 2z und damit 8z = 4-’(z). Daher ,packen”
wir den Faktor 4 zur ,duBeren® Funktion v/, d.h. wir setzen v/ (z) = 4-sin(z).
Wir kdnnen nun die Substitutionsregel anwenden:
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3 3 ) 3244
/ 8z - sin(z” + 4) dz :/ 4sin (z7 +4) - 22 da = / 4-sin(t) dt
1 1 —— —— :
u/(v(z))v (x)

- /134 - sin(t) dt = [~4 - cos(£)]}?

=4-(—cos(13) — (—cos(5))) = 4 (cos(5) — cos(13))

59.4 Eine anschauliche Herleitungsmoglichkeit

e Zu Anfang sollte man irgendwo schon mal gehort haben, was mit einer
Funktion f(x) passiert, wenn man in diese eine andere Funktion f(g(x))
einsetzt. Naturlich sollen f(x) und g(x) differenzierbar sein.

e Antwort: f(x) bleibt quasi gleich und wird nur versetzt, gezerrt und ge-
staucht (und verdreht bei nicht monotonem g).

e Um sich davon zu Uberzeugen, betrachte man bspw.

4 sonst

) costa) far xe[0;67)
Feo=

N A

£(569) mit o= a”

» Dort, wo g(x) starker als die Identitat x steigt, wird f(x) gestaucht. Dort,
wo g(x) langsamer als die Identitat steigt, wird f(x) gestreckt.

e Um sich davon zu Uberzeugen, betrachte man bspw.
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594 Eine anschauliche Herleitungsmdoglichkeit

cosl) cosl359

90 coslste)

Man kann das vielleicht auch wie folgt nachvollziehen: Angenommen, wir
haben 2 reelle Funktionen f und g (differenzierbar und mit Intervallen als
Definitionsmengen, g monoton) und wir wollen wissen, was mit f passiert,
wenn man in diese g einsetzt.

Zuerst bemerke man, dass das ganze nureinen Sinn hat,wenn die Bildmenge
von g eine Teilmenge der Definitionsmenge von f ist, denn sonst ware f(g(x))
nicht definiert.

D.h. g(x) durchlauft das Definitionsintervall von f. Dort, wo g(x) stark steigt,
durchlauft es das Intervall schnell, dort wo es schwach steigt, durchlauft es
das Intervall langsam.

Dort, wo g(x) stark steigt, werden viele Zahlen aus dem Definitionsbereich
von f pro Argumentenabschnitt von g durchlaufen. Wo g(x) schwach steigt,
sind es pro Argumentenabschnitt wenige Zahlen.

D.h. bei starkem Anstieg von g wird ein einst groBes Argumentenintervall von
finnerhalb eines viel kleineren Intervalls "verarbeitet”, f wird gestaucht. Ein
einst kleines Teilintervall wird jetzt wahrend eines viel groBeren Intervalls
verarbeitet, f wird also gestreckt.

Hierzu betrachte man
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(evtl. animieren)

D.h. dort, wo g stark steigt, wird f gestaucht, dort, wo g schwach steigt, wird f
gestreckt.

e Angenommen, wir wollen nun irgendein ein Integral berechen:

e Nun betrachte man, was passiert, wenn man g(x) in f(x) einsetzt.

fig)

(evtl. Animation einfligen)

e Das gleiche passiert mit den Treppenfunktionen

Tn(z)

mithilfe welcher versucht wird das Integral zu approximieren bzw. zu bere-
chen
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™ T

T(a(x))

(evtl. animieren)

* Offensichtlich verandert sich dabei der Flacheninhalt einer solchen Trep-
penfunktion. Um den Flacheninhalt aber trotzdem gleich zu halten, konn-
te man nun versuchen, die Rechtecke in ihrer Hohe zu modifizieren. Mit
etwas Uberlegung ist dies auch gar nicht so schwer:

Das Intervall, welches vorher die Lange
To — I
hatte, hat nun die Lange
g H(@2) =g~ (21)
(Monotonie vorausgesetzt). D.h. das Intervall, welches nun die Lange
b—a
hat, hatte vorher die Lange
9(b) — g(a)
.Wenn man annimmt, das neue Intervall b-a ware kleiner als das alte g(b)-
g(a), so wirde das alte Intervall um den Faktor
b—a
9(b) — g(a)
verkleinert werden. Damit das entsprechende Rechteck trotzdem noch den

gleichen Flacheninhalt hat, misste man es in seiner Hohe um das reziproke
dieses Faktors vergroBern. VergroBern heiBt multiplizieren, als Formel

S Ta@) (@i —a) = S Talgly) L) Z0W)

yi=g~ 1 (;) it = ¥
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* Wenn die Intervalle bei
T ()

immer kleiner werden, so nahert sich der VergoBerungsfakor immer mehr
g'(y) an, was einen schlieBlich auf die Vermutung

d . _ . R C)
[ f@de=tim 3 To(g(y) L) =9 (o I, rta@ng

n—00 yima—1(z) Yi+1 — Yi —-1(¢)

bringen konnte.
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Partielle Integration

Bei der partiellen Integration handelt es sich um eine weitere wichtige Me-
thode zur Berechnung von bestimmten bzw. unbestimmten Integralen. Bei
dieser Regel wird mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung aus der Produktregel eine Formel flr Integrale hergeleitet. Dabei
wird das ursprungliche Integral in ein anderes Integrationsproblem Uber-
fuhrt, das idealerweise leichter zu l6sen ist.

60.1 Herleitung

Die Formel fiir die partielle Integration kann aus der Produktregel fur Ablei-
tungen hergeleitet werden. Diese lautet fur zwei Funktionen f und g:

(f9) =f'g+ fd

Nehmen wir an, dass die Ableitungen f' und ¢’ stetig sind, so dass wir
die rechte Seite integrieren konnen. Wenn wir nun auf beiden Seiten das
(unbestimmte) Integral bilden, erhalten wir:

/ (' (@)9(z) + f(2)g ())dz = / (f9)'(x) dz

{ Summenregel fur Integrale und

fgistdie Stammfunktion von (fg)’
= / F(@)g(x) da + / f(@)g(z) de = f(z) - g(x)

= / F(@)g(x) dz = f(z) - gla) - / f(@)d (@) dx
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Damit haben wir folgende Formel fiir das unbestimmte Integral gefunden:

/ F'(@) - g(@) dz = f(z) - g(z) - / f(2) ¢ (x) da

Fir das bestimmte Integral kann analog eine Formel gefunden werden. Diese

lautet:
/ /(@) - gla) da = [f(x) / /G

Wir haben so eine Formel gefunden, mit der man das Integrationsproblem
in ein anderes Uberflhren kann. In der Praxis lohnt sich die Anwendung
dieser Formel, wenn das Integral [ f(z)g'(z) dz einfacher zu berechnen ist
als das Ausgangsintegral [ f'(z)g(z) dz. Insbesondere muss hierfiir eine
Stammfunktion von f’ bekannt sein.

Betrachten wir zum Einstieg das unbestimmte Integral [ e®z dz.Eine Stamm-
funktion von e®z ist nicht direkt erkennbar. Wahlen wir jedoch f'(z) = e*

und g(z) = z in der obigen Formel, so erhalten wir mit f(z) = e® und
g'(z) =1
efx de= "z — "1 de=e"z—¢e"+c¢
—— —— ——
1'(x)-g(z) flx)-g(x) f(z)-g' (@)

Damit haben wir, ohne allzu groBen Aufwand, eine Stammfunktion von e”x
berechnet. Der entscheidende Punktwar, dass wir das ,neue“Integral [ e® dx
im Gegensatz zum urspriinglichen Integral [ e”z dz bestimmen konnten.

60.2 Anwendungsbeispiele

Um die partielle Integration anwenden zu konnen, muss der Integrand die
Form f' - g haben oder in diese gebracht werden. Hier muss man sich Uber-
legen, welcher der Faktoren des Produkts die Rolle von f’ ibernehmen soll.
Auch muss die Stammfunktion von f’ bekannt sein.Im Folgenden werden wir
typische Anwendungsmoglichkeiten der partiellen Integration betrachten.
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Typ: [ p(z) - f'(z) dz mit einer Polynomfunktion p

Die partielle Integration ist bei Funktionen nutzlich, die sich als Produkt
einer Polynomfunktion und einer integrierbaren Funktion schreiben lassen.
Das hat den Hintergrund, dass der Grad der Polynomfunktion mit jeder
Ableitung um einen Grad reduziert wird. Die integrierbare Funktion wird
dabei als f’ und die Polynomfunktion als g gewahit. Dabei sollte jedoch die
Stammfunktion f nicht ,komplizierter* als f’ sein.

Beispiel

Als Beispiel betrachten wir das unbestimmte Integral [ e - (2 — z?) dz.
Setzen wir bei jedem partiellen Integrationsschritt f'(z) = €* und g(x)
den Ubrigen (Polynom-)Term unter dem Integral, so ergibt sich:

/e’f“ (22— 2%) dz =e" - (2- wg) —/e‘r - (—2z) dz

f(x)-g(x) fz)-g(z) [(w)-g" (@)
:ez-(2f:n2)+/ e’ -2z dx
——
f(z)g(x)

:ez-(2—x2) + [ e -2z —/ e’ -2 dzx
—— "
f(@)-g(x) J(x)-g’(2)
:ez-(2—x2)+em~2m—2-ez+6’
=" (2-2+20-2)+C=¢" (22 -2%) +C
Hier musstenwir mehrfach partiell integrieren,um die gewlnschte Stamm-
funktion zu erhalten. Da die trigonometrischen Funktionen sin(z) und

cos(z) sich analog zu der Exponentialfunktion ebenfalls leicht integrieren
lassen, bietet sich obige Methode auch fir diese Funktionen als f an.

Indirekte Berechnung von Integralen

Bei der partiellen Integration wird haufig das urspringliche Integral durch
partielle Integration vereinfacht, um es anschlieBend berechnen zu kénnen.
Bei manchen Integralen gibt es durch (mehrfache) partielle Integration die
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Kapitel 60 Partielle Integration

Méglichkeit, dass das urspringliche Integral wiederkehrt. Durch Aquivalenz-
umformungen kann dieses dann bestimmt werden. Mittels eines Beispiels
lasst sich der Trick am besten nachvollziehen:

Beispiel

Als Beispiel wollen wir das unbestimmte Integral [ sin(z) - cos(z) dz
berechnen. Wir setzen g(z) = cos(x) und f'(z) = sin(z) erhalten:

/sin(ar) -cos(z) dz = — cos(z) - cos(z) —/(f cos(z)) - (—sin(z)) dx
—_——
1/ (z)-g() f(z)-g(x) f(z)-g’ (@)

= —cos’(z) — /sin(m) -cos(z) dz

Addieren wir auf beiden Seiten der Gleichung das Ausgangsintegral [ sin(z)-
cos(z) dz, so folgt

Z/Sin(m) -cos(z)dz = —cos®(z)
= /sin(oc) -cos(z) dx = —% cos’(x)

So haben wir eine Stammfunktion gefunden. Alle Stammfunktionen ha-
ben somit die Form

Riemannsches Lemma

Ubung
Riemannsches Lemma
Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Fir k € R sei

F(k) :/ f(x)sin(kz) dx
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60.2 Anwendungsbeispiele

Zeige, dass dann lim,_o F'(k) = 0 gilt.

Beweis
Riemannsches Lemma
Durch Anwendung von partieller Integration erhalten wir zunachst zwei-

mal den Vorfaktor ;:

= /ab f(z) - sin(kz) de = [f(a:)~ <—%cos (kx) >] / f(z <—7cos(k )> dz

g(z)-f' ()

g(z)-f(x) g’ () f(x)
1
= {—Ef( ) cos(kzx ] / f'(z) cos(kz) dz

Da f nach Voraussetzung stetig differenzierbar ist, sind nach dem Satz
vom Minimum und Maximum sowohl f als auch die Ableitungsfunktion
f’ auf [a, b] beschrénkt. D.h. es existiert ein M > 0 mit |f(x)| < M und
|f/(x)| < M.Damit folgt
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/f cos(kz) dx
/f ) cos(kz) dz

F(k)| = ‘ {—%f( ) cos km}

‘—lf(b) cos(kb) + %f( ) cos(ka) +

| Dreiecksungleichung
‘ /f ) cos(kx) dz

—%f(b) cos(kb)‘ + ’%f( ) cos(ka)
|£(b)] |cos(kb |+‘1‘ |f(a)] |cos(ka)|+‘%‘/ |f(z)] |cos (k)| da
¢ <1

<
<1 <M

<L
N ——
<M

k
<M <1
< Lo | Har+ [Ear [M1ae
=% k AR
—_——
[z]2 =b—a

1 1 1
= |z |M+ ‘E’M+ ’E'M(b—a)

Da M und b — a konstant sind, konvergiert der letzte Ausdruck nun mit

k — £o0o gegen null. Damit folgt die Behauptung,
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