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Notation. Im Folgenden seien a,b € R mit a < bund I,J C R
offene Intervalle.

Integration

Def. Eine Zerlegung eines Intervalls [a,b] C R,a < b ist eine
Menge Z = {a = z0 < 1 < ... < T, = b}. Die Zahl

pz =max{r; —xj_1|j € {1,...,n}} heift Feinheit der Zerlegung
Z. Wenn Z, Z' zwei Zerlegungen von [a,b] sind mit Z’ C Z, dann
heifit Z’ Verfeinerung von Z.

Def. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heifit Treppenfunktion
beziiglich einer Zerlegung Z = {zg < ... < z,} von [a, b], wenn fiir
alle j € {1,...,n} die Funktion ¢ auf dem offenen Intervall (z;_1,z;)
konstant ist. Die Menge aller Treppenfunktionen (beziiglich
irgendeiner Zerlegung) eines Intervalls [a, b] wird mit T, 5]
bezeichnet.

Satz. T[a,b] ist ein UVR des reellen VR aller reellwertigen
Funktionen auf [a, b].

Def. Sei ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion beziiglich einer
Zerlegung Z = {z¢ < ... < zp }. Dann heifit

[ol@) da = éqﬁ (=52 ) (@ —25-0)

a

Integral von ¢.

Bem. Obige Definition ist unabhéngig von der gewéhlten Zerlegung
Z.

Satz. Das Integral von Treppenfunktionen ist linear und monoton.

Def. Sei f: [a,b] — R beschrénkt. Dann heilen

b b
Jf(z)dz = inf{f¢)(a:)d:v:¢)€7—[a,b],¢>2 f}

b b
Jf(z)de = sup{fd)(z)dz :¢ € Tla,bl,¢ < f}

Oberintegral bzw. Unterintegral von f.

Bem. Da wir in der Definition vorraussetzen, dass die Funktion f
beschrankt ist, existieren Ober- und Unterintegral im eigentlichen
Sinne. Fiir Treppenfunktionen sind Oberintegral und Unterintegral
gleich dem Integral fiir Treppenfunktionen. Das Oberintegral ist
immer grofler gleich dem Unterintegral.

Satz. Fiir f, f1, f2 : [a,b] — R beschriankt und A > 0 gilt

b
1. [f@)dz=— [ — f(z)dz

Sl o

b b

(fi+ f)(@)dz < [fi(z)dz+ [fa(z)dx
b b

(fi+ fo)(@)dz > [fi(z)dz+ [fa(z)dx

(AH)(@) de = A [ f(z) do

Rl o R Bl o Ry
Rl o R

(AN (@) de = A [ f(z) do

Def. Eine Abb. f : [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar, wenn
b b
Jf(@)de = [f(z)da.
a a

Bem. Fiir Treppenfunktionen stimmt das Riemann-Integral mit
dem vorher definierten Integral fiir Treppenfunktionen iiberein.

Satz. Die Menge aller Riemann-integrierbaren Funktionen auf
einem Intervall [a, b] ist ein UVR des R-VR aller Funktionen

f :[a,b] — R (genannt R[, ;) und das Riemann-Integral verhlt sich
linear, dh. es gilt fiir alle f,g: R4 und A € R:

b b
L [(f+9)(x)de = [f(z)dx + [g(x)dz

b

(Af)(@) dz = Af f(z) do

a

o 8 %

Satz. Das Riemann-Integral verhélt sich monoton.

Satz. Alle monotonen und alle stetigen Funktionen f : [a,b] = R
sind Riemann-integrierbar.

Satz. Seien f,g: R[4, dann auch Riemann-integrierbar:
1. f+ :[a,b] = R, x — max{f(z),0}
2. f-:[a,b] = R, z— max{—f(z),0}
3. |fIP : [a,b] = R, z+— |f(x)|P, mit p>1
4. fg:la,b] > R, z+— f(z)g9(x)
Satz (Erster MWS fiir das Riemann-Integral). Seien f,g: [a,b] = R
stetig und g > 0. Dann gibt es ein zg € [a, b], sodass gilt:
b

[f(@)g(z)dx

a

b
= f(0) [9(z) dz

Def. Sei f: [a,b] — R beschrinkt und Z = {z¢ < ... < zp} eine
Zerlegung von [a, b]. Dann heifit

LR 26 ) = 5 (€)@ —2,0)
p2

Riemannsche Summe von f bzgl. Z und den Stiitzstellen
£j c [:Ejfl,xj] fir j € {1, ,n}

2. 0(£.2) = 3 (up{f(@)|v € a1, ,])(a; ~ 251)
j=
(Darbouxsche) Obersumme von f bzgl. Z

3 U(Z) = 3 (nf{f(@) |2 € [ejon,2 (e - 250)
j=
(Darbouxsche) Untersumme von f bzgl. Z

Bem. Sei Z' eine Verfeinerung von Z, dann gilt O(f, Z') < O(f, 2)
und U(f, 2") > U(f, 2).

Satz. Seien Zp, und Z» Zerlegungen von [a, b], dann gilt
U(f,21) < O(f, Z2).

Satz (Charakterisierung des Riemann-Integrals). Fiir f : [a,b] — R
beschriankt sind folgende vier Aussagen dquivalent:

1. f ist Riemann-integrierbar.
2. Fiir alle € > 0 gibt es eine Zerlegung Z von |[a, b], sodass

O(f,2) - U(f, Z) < e.

3. Es gibt eine Zahl ¢ € R mit folgender Eigenschaft: Fiir alle e > 0
gibt es ein § > 0, sodass fiir jede Zerlegung Z = {z¢ < ... < zn }
von [a, b] der Feinheit 7z < ¢ und jede Wahl von Stiitzstellen
€1y En gilt:

e — R(f, Z,&1,....&n)| < €

4. Es gibt eine Zahl « € R mit folgender Eigenschaft: Fiir alle ¢ > 0
gibt es eine Zerlegung Z. = {Zg < ... < Tm } von [a, b], sodass fiir
jede Verfeinerung Z = {z1 < ... < zn } von Ze und jede Wahl von
Stiitzstellen &1, ..., &n bzgl. Z gilt:

‘L_ R(f7 Z7£17~~:§n)| <e

Satz. Sei f:[a,b] - R und ¢ € (a,b). Dann ist f genau dann
Riemann-integrierbar, wenn f |[a,c] und f |[c,b] Riemann-integrierbar
sind und es gilt in diesem Fall

b

c b
Jf(@)dz = [f(z)dz + [f(z)d=

a

Satz (A-Ungleichung fiir das Riemann-Integral). Fiir f,g € Riq p):

b b b
JIf @)+ g(@)|dz < [|f(x)|dz + [|g(z)| dx.

Satz (Vertauschung von Integration und Limes bei glm. Konv.). Sei
fn ¢ [a,b] = R,n € N eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen,
welche gleichmiiig gegen f : [a,b] — R konvergiert. Dann ist f
Riemann-integrierbar und es gilt

b b
Jf(@)dz = lim (ffn(x) dx)

a

Def. Eine differenzierbare Funktion F': I — R heifit
Stammfunktion von f, wenn die Ableitung von F' gerade f ist.

Bem. Zwei Stammfunktionen einer Funktion f unterscheiden sich
nur durch eine additive Konstante.

Satz. Sei f: I — R stetig. Dann ist eine Stammfunktion von f:

x
F:I-R, zw— [f(t)dt
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Satz (HDI).
Dann gilt fiir alle z,y € I

Satz (Vertauschung von Grenzwerten und Ableitungen). Sei

fn : [a,b] = R eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen, welche
pktw. gegen f : [a,b] — R konvergiert. Wenn die Folge der
Ableitungen f;, gleichmiBig gegen eine Funktion f* : [a,b] — R
konvergiert, dann ist auch f differenzierbar und es gilt f’ = f*.

[ Funktion f(z) | Stammfunktion F(z) |

z™,n € Z\{fl} %Hz”Jrl
; In(]z[)
sin(x) — cos(z)
cos(m) sin(x)
xp(ax) 2 exp(az)
1:12 arctan(zx)
T
™ In(z) €L+1 (Inz %Jrl), n>1
log, = ﬁ(:{:lnx—x)

Satz (Substitutionsregel). Sei f:I — R stetigund seig:J — I
stetig differenzierbar. Dann gilt fiir a,b € J:

b g(b)
Jfg)g'®)dt = [ f(z)dzx

g(a)

Satz (Partielle Integration). Seien f,g: I — R stetig
differenzierbar. Dann gilt fiir a,b € I:

b
ff 2)g' () de = [f(2)g(@)] — [ f'(2)9(x) dz

Def (Riemann-Integral fiir komplexwertige Funktionen). Eine
komplexwertige Funktion f : [a,b] — C heiit Riemann-integrierbar,
wenn ihr Realteil R(f) und ihr Imaginérteil S(f)
Riemann-integrierbar sind. Wir setzen

b

b
JR() dz +ifS(f) dw

a

b
Jf(z)dz =

Def (Uneigentliche Integrale). e Sei a < b mit b € RU {co} und
f :[a,b) — R eine Funktion, sodass [ |[4,g) fiir alle R € (a,b)
Riemann-integrierbar ist. Wir setzen

b

R
J§(@)dw = lim {f(x) dz

a

falls der Grenzwert existiert.

e Seia < bmita€RU{—oo} und f: (a,b] — R eine Funktion,
sodass f |[g,p fiir alle R € (a,b) Riemann-integrierbar ist. Wir
setzen

b b
aff(m) dz = }éﬂ}{f(m) dz

falls der Grenzwert existiert.

Sei f : I — R stetig und F' eine Stammfunktion von f.

e Seia <bmita € RU{—o0} und b € RU{co} und ¢ € (a,b). Sei
f: (a,b) = R eine Funktion, sodass fiir alle a < R1 < c¢< R2 <b
die f |(r,,¢ und f |[c,r,) Riemann-integrierbar sind. Wir setzen

b c Ro
[5G dz = fim T 5@ dat fim, [7@)da

falls beide Grenzwerte existieren.

Def. Fiir zwei Funktionen f, g : [a,b] — R, eine Zerlegung
Z ={a=uz9 < ... <zp =b} von [a,b] und Stiitzstellen &1, ...,&n
bzgl. Z heifit die Summe
n

S(f»dgzzzglv ,gn) = Zlf(gj)(g(xj) - g(fl?j—l))
4=
Riemann-Stieltjes-Summe von f bzgl. g und der Zerlegung Z
mit Stiitzstellen &1, ..., &p.

Def. Seien f,g: [a,b] — R. Die Funktion f heifit
Riemann-Stieltjes-integrierbar (RS-integrierbar) bzgl. der

Gewichtsfunktion g, wenn gilt: Es gibt ein ¢ € R, sodass fiir alle
€ > 0 eine Zerlegung Z. von [a, b] existiert, sodass fiir alle
Verfeinerungen Z O Z. und Wahlen von Stiitzstellen &1, ...

S(f7dg7Z7$17 76”)‘ S €.

Dieses (eindeutig bestimmte) ¢ heift Riemann-Stieltjes-Integral
(RS-Integral) von f bzgl. g

,En gilt:

le =

Bem. Fiir die Identitédtsfunktion g(z) =  stimmt das
Riemann-Stieltjes-Integral mit dem Riemann-Integral iiberein.

Satz (Linearitdt des RS-Integrals). e Seien f1, f2 : [a,b] — R bzgl.
g : [a,b] = R RS-integrierbar und A1, A2 € R. Dann ist auch
(A1f1 + A2f2) bzgl. g RS-integrierbar mit

f(>\1f1 + Aafa)(z) dg(x) = /\1ff1 (z) dg(z
e Sei f: [a,b] — R bzgl. den Funktionen g1,¢2 : [a,b] = R
RS-integrierbar und A;, A2 € R. Dann ist f auch bzgl.
(A191 + A292) RS-integrierbar mit

)+ /\2ff2 z)dg(z)

b b b
S (@) d(Mig1 + A2g2) = A1 [ f(x) dgi(z) + A2 [ f(z) dga ()

Satz. Seien f,g: [a,b] — R und ¢ € (a,b), dann ist f genau dann
bzgl. g RS-integrierbar, wenn die Funktionen f |[4, ¢ bzgl g |[a,¢) und
f I[c,b] bzgl g |[c,b] RS-integrierbar sind und es gilt

b
) + [ f(z) dg(=).

c

f f(z)dg(z f f(x) dg(
Satz (Partielle Integration beim RS-Integral). Sei f :[a,b] — R
bzgl. g : [a,b] — R RS-integrierbar, dann ist auch g bzgl. f
RS-integrierbar und es gilt

b
JF(z)dg(z) = [f(x)g(2)]a — fg

Satz (Riemann-Stieltjes- und Riemann-Integral). Sei f € R[4 5 und
g : [a,b] — R stetig differenzierbar, dann ist f bzgl. g RS-integrierbar
mit

b b
[f(x)dg(z) = [£(t)g'(t)dt.

Def. Die Variation von g : [a,b] — R bzgl. einer Zerlegung
Z ={z0 < ... < zn} von [a,b] ist die nicht-negative Zahl

n
> lg(zs) —
j=1
Die Totalvariation von g : [a,b] — R ist
Vi(g) = sup{V (g, Z) : Z Zerlegung von [a,b]} € R>¢ U {oo}.
Falls V(g) < oo, so heit g von beschrinkter Variation.

V(g,Z) = g(wj—1)l-

Satz. Alle monotonen und alle Lipschitz-stetigen Funktionen sind
von beschrankter Variation.

Satz. Sei g : [a,b] — R von beschrénkter Variation und ¢ € (a, b),
dann sind auch g |[q,¢ und g |[c 5 von beschrankter Variation und es
gilt
Vac(g |[a,c]) + Vcb(g |[c,b]) = Vab(g)~
Satz. Seien g1,¢2 : [a,b] = R von beschrinkter Variation, dann gilt
Vi (g1 + 92) < V2 (g1) + Vi (g2)-
Satz. Die Menge aller Funktionen g : [a,b] — R bildet einen UVR
des VR der reellwertigen Funktionen auf [a, b].

Satz. Seig:
stetige Funktion f :

\ff )| < M flgup + Ve (9)-

Satz (1. MWS fiir RS-Integrale). Sei f : [a,b] — R beschrinkt und
bzgl einer monoton wachsenden Gewichtsfunktion g : [a,b] — R
RS-integrierbar. Dann gibt es p € [inf f([a, b]),sup f([a, b])] mit

b
[1(z)dg(z) = p(g(b) — g(a)).

Satz (2. MWS fiir RS-Integrale). Sei f : [a,b] — R monoton und
g : [a,b] — R stetig, dann ist f bzgl. g RS-integrierbar und es gibt
¢ € [a, b], sodass

b
[f(z)dg(z) =

Satz. Sei fy : [a,b] — R eine Folge stetiger Funktionen, welche
gleichméiBig gegen eine (stetige) Funktion f : [a,b] — R konvergiert
und g : [a,b] — R von beschrinkter Variation, dann gilt:

ff )dg(z) = lim <fbfn(r)dg(w)>~

Satz (Helly-Bray). Sie f : [a,b] — R stetig und gn, : [a,b] — R eine
Folge von Funktionen von beschriankter Variation, sodass es eine
Konstante ¢ > 0 mit V2(gn) < ¢ fiir alle n € N gibt. Konvergiere g,
pktw. gegen eine Funktion g : [a,b] — R, dann gilt

b b
[ 1) dg(z) = tim_ (ff(a:) dgnm) :

[a,b] — R von beschrinkter Variation, dann ist jede
[a b] — R bzgl. g RS-integrierbar mit

f(a)(g(c) — g(a)) + f(b)(g(b) — g(c))-



Metrische und normierte Riaume

Def. Ein metrischer Raum (X, d) ist ein Tupel bestehend aus
einer Menge X und einer Abbildung d : X x X — R, genannt
Metrik, die folgende Eigenschaften erfiillt:

1. d(z,y) =0 <= (z=1y)
2. Symmetrie: Vz,y € X : d(z,y) = d(y, )
3. Dreiecksungleichung: Va,y,z € X : d(z,y) + d(y, z) > d(z, 2)

Bem. Aus den obigen Axiomen folgt: Vz,y € X : d(z,y) >0
Notation. Sei im folgenden (X, d) ein metrischer Raum.

Def. Fiir € R und m € X heif}t
B(m) = Bd(m) = {z € X : d(z,m) < r}
offener Ball oder offene Kugel um m von Radius r und
Bg(m) = B (m) = {a € X : d(w,m) < r}

abgeschlossener Ball oder abgeschlossene Kugel um m.

Def. Y C X heiit eine Umgebung von m bzgl. d, wenn gilt:
Je>0: Be(m) C Y.
Def. e Eine Menge U C X heifit offen in (X, d) (notiert U @ X),
falls U eine Umgebung von allen Punkten v € U ist, d. h.
Vu€eU : Jey >0 : Be,(u) CU

e Eine Menge U C X heifit abgeschlossen in (X, d) (notiert
U @ X), falls X\U offen ist.

e Ein Punkt x € X heifit Randpunkt von Y C X, falls gilt:
Ve>0: (Be(z)NY # 0 und Be(z) N (X\Y) # 0).

Die Menge aller Randpunkte von Y wird mit 0Y bezeichnet.
Bem. Die Mengen @ und X sind jeweils sowohl offen als auch
abgeschlossen in X. Es gilt auflerdem 0Y = 9(X\Y) fiir alle Y C X.
Def. Sei Y C X. Dann heifit

e Y° :=Y\9Y das Innere oder der offene Kern von Y.
e Y := YUY der Abschluss oder die abgeschl. Hiille von Y.

Satz. Obige Definition ergeben Sinn, d.h. es gilt fiir alle Y C X:
Y@ X undY @ X

Satz. Sei Y C X. Dann gilt:

e (YOX) <= (YN3Y)=0 o (Y@X) < (Y CY)

Satz (Metrische Rdume sind hausdorffsch). Seien z,y € X mit
x # y, dann gibt es offene Teilmengen Uz, Uy @ X mit « € Uy,

y €Uy und U, NU, = 0.

Def. Sei z,, eine Folge in X. Die Folge heifit konvergent in (X, d),
wenn gilt

dz€X :Ve>0:INeEN:Vn>N : d(xn,z) <e
Die eindeutige Zahl z heift Grenzwert oder Limes von (zn),

notiert x = lim .
n— o0

Satz (Folgenkriterium fiir Abgeschlossenheit). Sei A C X. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. A ist abgeschlossen in X.
2. Fir jede in X konvergenten Folge, die vollstdndig in A liegt, gilt

lim z, € A.
n— oo
Def. Eine Folge (z,) heit Cauchyfolge in (X, d), wenn gilt:

Ve>0:INeEN:VnmeN: |z, —xm| <e¢

Satz. Jede konvergente Folge (z5) in einem metrischen Raum ist
eine Cauchyfolge.

Def. Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstéindig, wenn jede

Cauchyfolge in (X, d) auch in (X, d) konvergiert.

Def. Eine Norm auf einem reellen VR V ist eine Abbildung
IV >R, x|z

fir die gilt:

1. (lz|| = 0) < (z=0)
2. Vze VLA ER |z = [Allz]]
3. Dreiecksungleichung: Vz,y € V : |z + y|| < ||zl + ||y]|

Das Tupel (V, ||-||) heiBt normierter Vektorraum.

Bem. In jedem normierten Raum gilt ||| > 0.

Bem (Wichtige Normen). e Die euklidische Norm auf R™:

@1, s @n)lleui = /2T + -+ 22
e Die Maximumsnorm auf R™:
(@1, @n) oy = max{|z1],..., |zn|}
e Sei X eine nichtleere Menge. Dann ist die Supremumsnorm
[fllsup = sup{|f(2)| : = € X}
eine Norm auf V = {f: X — R| s1€1§|f(:v)| < oo}
x

e Sei V =C([a,b],R) der VR der reellwertigen stetigen Funktionen
auf [a, b] und p > 1. Dann ist die p-Norm

, .
I, = <ff(z)|”dx>

eine Norm auf V.

e Seien (V,||-|ly,) und (W, ||-|l}3,) zwei normierte (reelle) VR, dann
ist auch Hom(V, W) := {f : V.— W | f linear } ein reeller VR. Die
Norm

1,y = sup{% |2 € V\{0}}
— sup{[l/@)ly |2 € V; lelly = 1}

auf Hom(V, W) heifit Operatornorm.

Def. Die Abbildung

dH,” VXV =R, (z,y)— [z -y

ist eine Metrik auf V und heifit von der Norm ||—|| induzierte

Metrik auf V.

Def. Ein vollstdndiger normierter Vektorraum (V, ||—||) heifit
Banachraum.

Satz (Bolzano-Weierstra8). Fiir eine Folge (z) in (R™, ||-||ou)
gilt:

o Ist (x) beschrankt, d.h. gibt es ein C' > 0, sodass ||zn ||y < C
fiir alle n € N, dann hat (z,) eine konvergente Teilfolge.

o Ist (zy) eine Cauchyfolge, so ist (zn) konvergent (d.h.
(R™, |-l i) ist vollsténdig).

Def. Sei V ein reeller VR. Zwei Normen ||-||; und ||-||, auf V
heiflen dquivalent, wenn es ¢, C > 0 gibt, sodass fiir alle z € V gilt:

cllzlly < flzlly < Cllzll,

Satz. Alle Normen auf R™ (und allen anderen
endlich-dimensionalen, reellen VR) sind dquivalent.

Def. Seien (X,dx) und (Y, dy) zwei metrische Réume und
f: X->Y.
e Die Abbildung f heifit stetig in a € X, wenn gilt:
Ve>0:3dq >0 :dx(z,a) <da = dy(f(z), f(a)) <e
Wenn f in allen Punkten z € X stetig ist, so heifit f stetig.
e Die Abbildung f heifit folgenstetig in a € X, wenn gilt:
Jim f(2) = f(a),

d. h. fiir jede Folge (zr) in X mit ILm (zn) = a gilt
lim_f(an) = f(a).

Satz. Fiir eine Funktion f: X — Y zwischen zwei metrischen
Réumen und a € X gilt: f stetig in a <= f folgenstetig in a

Satz. Seien f: X — Y und g: Y — Z Abbildungen zwischen
metrischen Rdumen und a € X. Falls f in a und g in f(a) stetig
sind, so ist (go f) : X — Z stetig in a.

Satz. Seien (V,||-||y,) und (W, |-}y, ) zwei normierte VR und
f:V — W linear. Dann sind dquivalent:

e f ist stetig



e 3C>0: Vo eV : |f(x)|w <Clzly
o [Ifllop <00

Kor. Jede lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
normierten reellen VR ist stetig.

Def. Sei X eine Menge und (Y, dy) ein metrischer Raum. Sei

fn : X =Y eine Folge von Abbildungen. Die Folge (fn)
konvergiert gleichméflig gegen eine Funktion f: X — Y, wenn
gilt:

Ve>0:3INeEN:Vn>N :sup{dy(fn(z), f(z)) |z e X} <e

Satz. Seien (X,dx) und (Y, dy ) zwei metrische Rdume und sei
fn : X = Y eine Folge stetiger Abbildungen, die gleichmiBig gegen
f: X — Y konvergiert. Dann ist f stetig.

Kor. Der normierte VR (C([a, ] ,R), ||-|ly;,) der stetigen reellen
Funktionen auf [a, b] versehen mit der Supremumsnorm ist
vollstdndig. Allgemeiner ist fiir jeden metrischen Raum (X, d) der
Vektorraum C(X,R) beziiglich der Supremumsnorm vollstéandig.

Def. Sei W C X eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d).
Eine Familie offener Teilmengen {U; @ X : ¢ € I} heifit offene
Uberdeckung von W, wenn gilt:
weyu
i€l
Def. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge K C X heifit
kompakt in (X, d), wenn gilt: Jede offene Uberdeckung
{U; @ X : i € I} besitzt eine endliche offene Teiliiberdeckung, d. h.
es gibt eine endliche Teilmenge J C I, sodass K C |J Uj gilt.
JjEJ

Satz. Eine kompakte Teilmenge K eines metrischen Raumes (X, d)
ist beschriankt und abgeschlossen.

Achtung. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Satz (Heine-Borel). Im R™ gilt auch die Umkehrung: Eine
beschrankte und abgeschlossene Teilmenge K C (R™, ||—||yx) ist
kompakt. Allgemeiner ist jede beschrinkte und abgeschlossene
Teilmenge eines endlich-dimensionalen, normierten, reellen VR
kompakt.

Achtung. Obige Aussage gilt nicht fiir unendlichdimensionale,
reelle, normierte VR.

Satz. Sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes
(X,d) und A C K abgeschlossen in X. Dann ist auch A kompakt.

Def. Seien [aj,b;],a; < bj,j =1,...,n kompakte Intervalle in R,
dann ist

Q = [al,bl} X oo X [an,bn}

ein abgeschlossener Quader im R".

Satz. Abgeschlossene Quader im R™ sind kompakt.

Def. Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) heifit
folgenkompakt, wenn jede Folge (z,) in A eine konvergente
Teilfolge besitzt, deren Grenzwert in A liegt.

Satz (Bolzano-Weierstra$3). Jede kompakte Teilmenge eines
metrischen Raums ist folgenkompakt.

Bem. Es gilt auch die Umkehrung: Jede folgenkompakte Teilmenge
eines metrischen Raums ist kompakt.

Satz. Seien (X,dx) und (Y, dy) zwei metrische Rdume und
f: X — Y eine stetige Abbildung. Sei K C X kompakt. Dann ist
f(K) CY kompakt.

Satz (Weierstrafischer Satz vom Extremum). Sei (X, d) ein
metrischer Raum und K C X eine nichtleere kompakte Teilmenge.
Sei f: X — R stetig. Dann gibt es m, M € K, sodass gilt:

fm)=inf{f(z):z € K}, f(M)=sup{f(z):xz€ K}

Def. Seien (X,dx) und (Y, dy ) zwei metrische Rdume. Eine
Abbildung f : X — Y heifit gleichmiBig stetig, wenn gilt:

Ves0:3650: Yoy X : (dx(e,y) <8) = (dy (f(@), /() < by

Satz. Seien (X,dx) und (Y, dy ) zwei metrische Rdume wobei X
kompakt ist und f: X — Y stetig. Dann ist f gleichméBig stetig.

Kurven

Notation. Sei nun I C R ein Intervall, das mindestens zwei Punkte
enthélt. Wir verwenden in diesem Abschnitt die euklidische Norm.

Def. Eine stetige Abbildung f : I — R"™ heifit Kurve im R".

Def. Sei I = [a,b] C R mit Zerlegung Z = {a =ty < ... < ty, = b}
und f: I — R" eine Kurve. Dann hat der Polygonzug P;(Z) die
Lénge

L(P;(2)) = ilnf(tj) — ft—)ll-
P2

Def. Eine Kurve f : [a,b] — R" heifit rektifizierbar, wenn gilt: Es
gibt ein L € R, sodass es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, sodass fiir jede
Zerlegung Z von [a,b] der Feinheit pz < § gilt:

IL = L(P;(2))] < e

Def. Sei I = (a,b) C R ein offenes Intervall. Eine Kurve f: I — R"
heif}t in tp € I differenzierbar, wenn der Limes

f(t) — (o)

"(to) = li
f'(to) = lim ra—

t—to
existiert. Wenn f in jedem Punkt ¢t € I differenzierbar ist, so heifit f
differenzierbar. Falls I kein offenes Intervall ist, so heifit die Kurve
f: I — R" differenzierbar, wenn es ein offenes Intervall J D I in R
und eine differenzierbare Kurve F : J — R™ gibt, sodass F |;= f
gilt.

Bem. Eine Kurve f = (f1,..., fn) : I — R" ist genau dann in ¢t € I
differenzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen fi,..., fn in ¢
differenzierbar sind.

Satz. Jede stetig differenzierbare Kurve f : [a,b] — R ist
rektifizierbar mit Lange

b
L= [lf' @)l dt.

Def (Riemann-Integral fiir Funktionen nach R™). Eine beschrinkte
Funktion f : [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar, wenn gilt: Es
gibt ein ¢ € R™, sodass es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, sodass fiir
jede Zerlegung Z = {a =t < ... < ty = b} der Feinheit pz < § und
‘Wahl von Stiitzstellen 1, ..., {m bzgl. Z gilt:

le = R(f, Z,&1, . €m)|| < e
Der Vektor ¢ € R™ heifit Riemann-Integral von f.

em. Eine Funktion f = (f1,..., fn) : [a,b] — R" ist genau dann
iemann-integrierbar, wenn jede Komponentenfunktion
fi»3 = 1,...,n Riemann-integrierbar ist. Es gilt in diesem Fall:

a

b b b
Sty dt = (ffl(t) dt, ..., [ fn(t) dt)

Insbesondere sind stetige Funktionen f : [a,b] — R™ stets
Riemann-integrierbar.

Satz. Sei f: [a,b] — R" stetig, dann gilt:

b b
Hff(t)dt < [IIf ()] at.

Es gilt Gleichheit, wenn alle f(t) gleichgerichtet sind, d. h. fiir alle
z1, T2 € [a,b] mit f(x1) # 0 gibt es ein A > 0, sodass
f(z2) = Af(z1).

Def. Eine Kurve f : [a,b] — R heifit reguléir, wenn sie stetig
differenzierbar ist und die Ableitung f’ keine Nullstelle hat.

Kor. Sei f:[a,b] = R" eine regulidre Kurve, z := f(a) und
y = f(b). Dann gilt fiir die Lénge Ly von f:

Ly >z -yl

Falls hier Gleichheit gilt, dann gibt es eine stetig differenzierbare
bijektive Abbildung ¢ : [a,b] — [0, 1], sodass f = cgzy 0 ¢ wobei
Czy : [0,1] > R", t—az+t(y —x)

die Strecke von x nach y ist.
Motto: Die Gerade ist die kiirzeste Verbindung zweier Punkte.



Partielle Ableitungen

Def. Sei U @ R" und v € R™ mit ||v]| = 1. Eine Funktion
f:U — R™ heifit in einem Punkt v € U in Richtung v
differenzierbar, wenn der Grenzwert

. u+ hv) — f(u
D) = gy 20 ) =)
h#0
existiert. In diesem Fall heiit D, f(u) die Richtungsableitung von
f im Punkt v € U in Richtung v € R".

Def. Sei U @ R" und j € {1,...,n}. Eine Abbildung f: U — R™
heifit

e im Punkt u € U bzgl. der j-ten Koordinatenrichtung partiell
differenzierbar, falls die Richtungsableitung

of

D]f(u) = g(u) = Dejf eR™
J

existiert. In diesem Fall heiit D; f(u) die j-te partielle
Ableitung von f in u.

e (auf U) bzgl. der j-ten Koordinatenrichtung partiell
differenzierbar, wenn f in jedem Punkt u € U bzgl. der j-ten
Koordinatenrichtung partiell differenzierbar ist.

e im Punkt u € U partiell differenzierbar, wenn f fiir alle
j €{1,..,n} in u bzgl. der j-ten Koordinatenrichtung partiell
differenzierbar ist.

e (auf U) partiell differenzierbar, wenn f in jedem Punkt u € U
partiell differenzierbar ist.

Achtung. Eine Funktion f: U — R™, die in u € U partiell
differenzierbar ist, muss noch lange nicht in u stetig sein!
Def. Ist f: U — R™,U @ R", partiell differenzierbar, so setzen wir

o of m of
D]f—a ’-U‘HR ) ij(z)

Zj
Falls die Abbildungen D; f fiir alle j € {1, ...,n} wieder partiell
differenzierbar sind, also fiir alle j,k € {1,...,n} die Abbildungen

Dijf = Dk(DJf) :U - R™

x— Djf(x) =

existieren, so nennen wir f zweimal partiell differenzierbar.
Alternative Schreibweise:

9% f
DyD;f = Soida.
1,0
Analog definiert man fiir I € N rekursiv die [-te partielle
Ableitung

Ay

D S —
O, 0zj,_, - Oxjy

51 Dji - Dy f

Falls jede I-te partielle Ableitung stetig ist, so heiflit f l-mal stetig
partiell differenzierbar.

Satz (Schwarz / Clairaut). Sei U @ R®, v € U und f: U - R™
sowie j,k € {1,...,n}. Wenn die ersten partiellen Ableitungen D; f,
Dy, f und die zweiten partiellen Ableitungen D; Dy f und Dy D; f im
Punkt u stetig sind, dann gilt

D;Dy f(u) = DiDj f (u).
Die totale Ableitung

Def. Sei U @ R™ und u € U. Eine Abbildung f : U — R™ heif3t in
u (total) differenzierbar, wenn gilt: Es gibt eine R-lineare
Abbildung A, : R™ — R™ und eine Abbildung ¢, : By, (0) = R™
fiir ein hinreichend kleines r,, > 0, sodass gilt

1 lim 2e) — g
" 5 Tl

2. fur alle £ € By, (0) gilt u+ & € U und
3. flu+8) = fu) + Au(§) + dulf)

Die R-lineare Abbildung A, heifit das totale Differential von f in
u. Man schreibt

Au = Df(u).
Wenn f in jedem u € U total differenzierbar ist, dann heifit f total
differenzierbar.

Bem. Seien f1, fo : U — R" in u € U total differenzierbar. Dann ist
auch (f1 + f2) in u total differenzierbar und es gilt

D(f1 + f2)(u) = Dfi(u) + D fa(u)

Satz. Ist f: U — R™ in u € U total differenzierbar, so ist f in
diesem Punkt u stetig.

Achtung. Wenn f in einem Punkt u partiell differenzierbar ist, so
folgt daraus nicht, dass f in diesem u total differenzierbar ist. Selbst
wenn in u alle Richtungsableitungen existieren, muss f in u nicht
total differenzierbar sein.

Satz. Sei f:U — R™ in u € U total differenzierbar und v € R™ mit
|lv]| = 1. Dann ist f in w in Richtung v ableitbar mit

Df(u)(v) = Dy f(u).

Def. Sei f:U — R™ in u € U total differenzierbar. Dann ist
0, 0
D) = Juf = () - 0)) € R
0z Oxn
Die Matrix Jy, f heifit Jacobimatrix von f im Punkt u.

Satz. Sei f: U — R™ partiell diffbar und alle partiellen
Ableitungen in u € U stetig. Dann ist f in u total differenzierbar.

Bem. Es gelten folgende Implikationen:

f ist stetig partiell differenzierbar
= f ist total differenzierbar (= f ist stetig)
—> f ist partiell differenzierbar

Satz. Sie f: U — R™ k-mal stetig partiell differenzierbar mit
k € N. Sei 1 <[ <k, dann sind alle I-ten partiellen Ableitungen von
f stetig.

Satz (Kettenregel). Sei U @ R™ und V @ R™ sowie g : U — V und
f:V — R! Abbildungen. Wenn g in u € U und f in g(u) total
differenzierbar ist, dann ist (fog) : U — R! in u total differenzierbar
mit

D(f o g)(u) = Df(g(u)) o Dg(u).
Satz (MWS). SeiU @ R", w € U und f = (f1, ..., fm): U = R™
stetig differenzierbar. Sei auflerdem £ € R”, sodass das Bild der
Strecke [0,1] — R™,t — u + t£ ganz in U liegt. Dann gilt

1

flu+& — f(u) = <0f(Ju+t§f) dt) €= Ofl((Ju+t§f) -§)dt

Kor (Schrankensatz). Sei U @ R", u € U,
=1, fm):U—R™ und £ € R" wie eben. Sei

M = sup { | Justeflop ¢ € 0,11},
dann gilt
[f(u+8&) = fu)] < M|E]|

Notation. Sei f: U — R k-mal stetig differenzierbar, v € U und
&= (&,...,&n) € R™. Dann setzen wir

PP = e 5 (D Dy ) &y o

1=l Jk=
und
A f(w)e” = [(u).
Satz (Taylorformel in mehreren Verédnderlichen). Sei U @ R™ und
f:U — Reine (p + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Ferner
sei u € U und € € R™, sodass fiir alle t € [0, 1] gilt h(t) == u+t{ € U.
Dann gibt es ein 7 € [0, 1], sodass

fute) = F1) = (z L ) 5’“) +

k=0 k!

1
(p+1)!

Bem (Taylorformel fiir p = 2). Sei f: U — R zweimal stetig
differenzierbar. Wir nennen

(Hess f)(u) = (D; Dy f(u));k

dP T f(utr€) €7

D1D1f(’u) Danf(“)
Dngf(u) D2an(u)

_ : : c Ran
DnDllf(u) DnD;Lf(U)

die Hesse-Matrix von f in u. Mit der Taylorformel fiir p = 2 folgt
n
St € = f)+ 3 DF@)E+ 57 - (Hess f)(u) €+ R{M(u+€).
=

Def. Sei U @ R" und f: U — R partiell differenzierbar. Ein Punkt
u € U heifit kritischer Punkt von f, wenn
D;f(u) =0 € R™™™ Vje{l,..,n}
Satz. Sei U @ R"™ und f : U — R partiell differenzierbar. Hat f in
u € U ein lokales Extremum, dann ist v ein kritischer Punkt von f.
Def. Eine reelle symmetrische Matrix A € R™*™ heift
e degeneriert, wenn det(A) = 0 gilt.
e positiv definit, wenn fiir alle £ € R"\{0} gilt: eTA¢ > 0.
Aquivalent ist A positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A
positiv sind.



e negativ definit, wenn —A positiv definit ist (bzw. alle
Eigenwerte von A negativ sind).

e indefinit, wenn A weder degeneriert, noch positiv, noch negativ
definit ist (d.h. A besitzt sowohl negative als auch positive
Eigenwerte).

Satz (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema). Sei U @ R"™, die

Funktion f : U — R zweimal stetig differenzierbar und v € U ein

kritischer Punkt von f. Setze H := (Hess f)(u) Dann gilt

1. Ist H positiv definit, so hat f in u ein isoliertes lokales Minimum.

2. Ist H negativ definit, so hat f in w ein isoliertes lokales Minimum.

3. Ist H indefinit, so hat f in u kein lokales Extremum (also einen
Sattelpunkt).

Achtung. Ist (Hess f)(u) degeneriert, so ist keine Aussage moglich.

Strategie (Bestimmung globaler Extrema auf Kompakta). Sei

K C R"” ein Kompaktum mit K° # () und f : K — R eine stetige

und auf K° partiell differenzierbare Funktion. Als stetige Funktion

auf einem Kompaktum nimmt f auf K ein Maximum und Minimum
an. So kann man Maximum und Minimum bestimmen:

1. Bestimme alle kritischen Stellen von f |xo.

2. Bestimme alle Extrema von f auf dem Rand 0K.

3. Vergleiche die Funktionswerte von f an den kritischen Stellen in
f |K° und f |8K-

Strategie (Bestimmung globaler Extrema). Sei f:R"™ — R™

partiell differenzierbar.

1. Bestimme alle Funktionswerte von f in allen kritischen Stellen.
Sei M der grofite und m der kleinste Funktionswert an einer
kritischen Stelle.

2. Wenn es ein R > 0 gibt, sodass f |gn\ g (0) nur Werte kleiner als
M bzw. Werte grofier als m annimmt, dann ist M das globale
Maximum bzw. m das globale Minimum.

Satz von der Umkehrfunktion

Def. Sei U @ R" und V @ R™. Eine Abbildung f : U — V heif}t
(Cl—)Diﬁ'eomorphismus, wenn f invertierbar ist und sowohl f als
auch f~1 stetig partiell differenzierbar sind.

Bem. Sei f:U — V ein Diffeomorphismus, wobei U @ R” und
V @ R™. Aus der Kettenregel folgt fiir u € U:

(Juf) " = Tpy (F71).
Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei K C R"™ kompakt und
Y : K — K eine Kontraktion, d. h. es gibt eine Konstante x mit
0 < k < 1, sodass fiir alle z,y € K gilt

(@) — @I < kllz -yl

Dann hat 1) genau einen Fixpunkt in K.
Satz (Satz von der lokalen Umkehrfunktion). Sei U @ R"™ und
u € U sowie f: U — R" stetig partiell differenzierbar. Wenn D f(u)
invertierbar ist, so gibt es offene Umgebungen X,Y @ R™ mit
u€ X CU,sodass f(X) =Y gilt und f |x: X - Y ein
Diffeomorphismus ist.

Bem. Es ist wichtig, dass f stetig partiell differenzierbar ist. Fiir
Funktionen, die lediglich total differenzierbar sind, gilt der Satz von
der lokalen Umkehrabbildungen im Allgemeinen nicht.

Kor (Offenheitssatz). Sei U @ R™ und f: U — R" stetig partiell
differenzierbar. Wenn fiir alle u € U die Differentiale D f(u)
invertierbar sind, dann ist f(U) eine offene Teilmenge von R™.

Kor. Sei U @ R"™ und f: U — R" eine injektive stetig partiell
differenzierbare Abbildung, sodass fiir alle u € U die Differentiale
D f(u) invertierbar sind. Dann ist f ein Diffeomorphismus auf sein
Bild, d.h. f |¢) ist ein Diffeomorphismus.

Satz iiber implizite Funktionen

Notation. Seien U @ R"™ und V @ R? offene Teilmengen, dann ist
U x V eine offene Teilmenge von R™ x RP = R"P. Sei
f:U xV — RY stetig differenzierbar. Fiir ein festes u € U sei
fu:V—oRY v f(u,v).
Wir definieren
Dy f(u,v) == D(fu)(v) : RP — RY
bzw. als Matrix
Jv f(u,v) == Jy(fu) € RI*P.
Analog definieren wir f¥ : U — R? und Dy f(u,v) bzw. Jy f(u,v).
Bem. Offenbar gilt fiir u € U und v € V:
T f = (Juf(u,v), Jv f(u,v)) € RCHP),
Satz. Seien U @ R" und V @ RP und f : U x V — RP stetig partiell
differenzierbar, welche in einem Punkt (ug,vg) € U X V eine
Nullstelle habe, d.h. f(uo,v0) = 0. Wenn in diesem Punkt
Jv f(uo,vo) € RP*P invertierbar ist, dann gibt es
e eine offene Menge X @ U x V mit (up,vo) € X,
e cine offene Menge Y @ R" x RP mit (up,0) € Y,
e ecinen Diffeomorphismus G : Y — X mit G(ugp,0) = (uo,v0),
sodass f o G = ma.
Satz (Satz iiber implizite Funktionen). Seien U @ R" und
V @RP und f: U x V — RP stetig partiell differenzierbar, welche in
(uo,v0) € U x V eine Nullstelle hat, d.h. f(ug,v0) =0 € RP. Wenn
in diesem Punkt Jy f(uo,v0) € RP*P invertierbar ist, dann gibt es
e eine offene Menge X @ U x V mit (ug,vo) € X,
e cine offene Menge U @ U mit ug € ﬁ,
e eine stetig partiell differenzierbare Abbildung g : U — RP mit
F71(0) N X = Graph(g) = {(u, g(w)) |u € U}.
In anderen Worten: Fiir alle (u,v) € X gilt
f(u,v) =0 <= v =g(u).
Die Funktion g erfiillt dabei

g(uo) =wo und  Jugg =~ (Jv f(uo,v0)) " - Ju f(uo, o).
Untermannigfaltigkeiten des R"

Def. Eine Teilmenge M C R"™ heifit m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R™, wenn gilt: Fiir alle u € M gibt es
eine offene Teilmenge U @ R™ mit u € U und eine offene Teilmenge
V @ R"™ mit 0 € V, sowie einen Diffeomorphismus ® : U — V mit
P(u) =0, sodass gilt:

d(MNU)=Vn{(z1,..;Zm,0,...,0) ER"} 2V NR™.
Die Abbildung @ heifit Karte von M um den Punkt .

Def. Seic: (—e€,e) = M C R"™ eine differenzierbare Kurve mit
¢(0) = u € M, deren Bild ganz in M liegt, dann heiflt der Vektor
c/(0) € R™ Tangentialvektor an M in u € M. Fiir u € M setzen
wir

TuM = {v € R" : v Tangentialvektor an M in u}.
Die Menge Ty, M heifit Tangentialraum von M im Punkt u.

Satz. Ist M C R™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R™ und u € M, dann ist T, M ein m-dimensionaler UVR von R".

Def. Sei M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit und
u € M. Das orthogonale Komplement (bzgl. des
Standardskalarprodukts (—,—))

NuM = (T, M)+

von Ty, M in R™ heifit Normalraum von M im Punkt w.

Def. Sei U @ R"™ und f: U — RP mit p < n stetig partiell
differenzierbar. Ein Punkt v € U wird regulédrer Punkt von f
genannt, wenn die lineare Abbildung D f(u) : R™ — RP Rang p hat
(also surjektiv ist). Sei y € RP, dann heiit sein Urbild

FH My ={ueU: f(u) =y}

regulédres Urbild oder regulire Niveaumenge, wenn alle Punkte
in f~1({y}) regulire Punkte von f sind.

Def. Sei U @ R" und f: U — RP mit p < n stetig partiell
differenzierbar. Ist y € Bild(f) und M = f~1({y}) ein reguléres
Urbild, dann ist M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R™, wobei m =n — p.

Def. Sei U @ R"™ und g : U—R partiell diff’bar. Dann hei3t die Abb.

D1g(u)

Vg:U—=R™, uw~—

Dug(u)

Gradient von g. Ist g in u differenzierbar, so gilt Vg(u) = (Jug)T.

Satz. Sei U @ R" und f = (f1,..., fp) : U — RP,p < n stetig partiell
differenzierbar. Tst y = (y1, ..., yp) € Bild(f) und M = f~1({y}) ein
regulires Urbild sowie u € M, dann ist {V f1(u), ..., Vfp(u)} eine
Basis von N, M.

Satz (Lokale Extrema unter Nebenbedinungen). Sei U @ R" offen
und f : U — R differenzierbar. Ferner sei M C U @ R" eine
Untermannigfaltigkeit des R”™ und ug € M ein Punkt, an welchem
f |ar ein lokales Extremum annimmt. Dann gilt V f(ug) € Ny, M.
Ist M sogar ein regulédres Urbild einer stetig partiell
differenzierbaren Abbildung g = (g1,...,9p) : U — RP, dann gibt es
eindeutig bestimmte Zahlen Aq,..., Ay € R, sodass

Vf(uo) = Zpll AjVg;(uo).
=

Die Zahlen A1, ..., A\p € R heiflen Lagrange-Multiplikatoren.
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