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Name: ((242)+2+(2+2))

2)

b)
c)

b)

Aufgabe 1

Es sei U C R"™ eine offene Teilmenge, f : U — R eine Abbildung und
a € U. Definieren Sie, wann man f partiell differenzierbar, bzw. total
differenzierbar im Punkt a nennt.

Zeigen Sie: Ist f im Punkt a total differenzierbar, so ist f in a stetig.

Wir betrachten nun die Funktion f : R? — R gegeben durch

0 fallsz=0,
f(x,y) -—{ S0 falls £ 0.

Ist f im Punkt (0,0) partiell differenzierbar, bzw. total differenzierbar?
Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

Losung
f ist partiell differenzierbar in a, falls die Grenzwerte }lliH(l) w fiir
1 = 1,...,n existieren. Hier bezeichnet e; den i-ten Vektor der iiblichen

Basis von R".

f ist total differenzierbar in a, falls eine lineare Abbildung L, : R" — R
und eine auf einer offenen Umgebung V' von 0 € R" definierte Funktion
¢ : V — R existieren, so dass fiir alle x € V mit a +x € U gilt:

fla+z) = f(a) + Lo(x) + ()
lim #(z) =0.

=0 [lzf|

WEeil f in a total differenzierbar ist, gibt es eine lineare Abbildung L, und
eine Funktion ¢ mit den oben genannten Eigenschaften. Sei (yx)ren eine
Folge in U die gegen a konvergiert. Wir wollen zeigen, dass klim flyr) =

f(a) gilt. Dazu diirfen wir annehmen (indem wir Folgenglieder, die mit
a iibereinstimmen, streichen), dass a # y; fiir alle £ € N. Nun gilt mit



Ty = Y — a:

lim f(ye) = lim f(a+ )
= lim (f(a) + La(zx) + ¢ (1))
= 5@+ 0+ fim (#0,))
= f(a).

Die Umformung zur dritten Zeile folgt aus der Stetigkeit linearer Abbil-
dung auf endlich dimensionalen Vektorrdumen, das néchste Gleichheits-
zeichen folgt aus der Eigenschaft von .

Sei a = (0,0) und der Einheitsvektor ey, bzw. ey zeige in x-, bzw. y-
Richtung. Es gilt dann

lim fla+ hey) — f(a) — tim sin(0)/h — 0 _0
h—0 h h—0

i L@ Re2) = fla) _p 0-0 9

h—0 h h—0 h

Also ist f in (0,0) partiell differenzierbar.

Sei nun z, =y, = 1/k,k =1,2,.... Dann gilt khm (g, yr) = (0,0), aber

I k
1}1_,120 f(@r, yp) = JL“; Sml(/#
=1# f(0,0) = 0.

Also ist f in (0, 0) nicht stetig und nach b) ist f in (0,0) auch nicht total
differenzierbar.



Name: (3+3+4)

a)

b)

Aufgabe 2

Es sei 7 : [a,b] — R" eine stetige Kurve. Definieren Sie, wann man -~y
rektifizierbar nennt.

Fiir ¢ € R\ {0} betrachten wir die logarithmische Spirale v : R — R?,
t — (e“cost,e?sint). Es seien a < b reelle Zahlen. Man berechne die
Lange von 7|44 in Abhéngigkeit von a, b und c.

Sei v : [0,1] — R? definiert durch

[ (0,0) fallst =0,
7(t> T { (t’tcos(%)) falls ¢ 7é 0.

Zeige, dass v stetig, aber nicht rektifizierbar ist.

Anleitung: Fiir m € N\ {0} betrachte man die Zerlegung 0 = tq < t; <

.. <ty = 1des Intervalls [0, 1], wobei t; := m+m firk=1,...,m, und

schétze die Lénge von v von unten durch die Lénge des Polygonzuges mit
Eckpunkten 7(tx),0 < k < m, ab.

Losung

Fiir eine Zerlegung Z = {to,...,t,} von [a,b], dh. a =ty < t; < ... <
tm =b, m € N\ {0}, definiert man

UZ;vy) = Z [v(t:) — (i) -

Die Kurve 7 ist rektifizierbar, falls folgendes gilt: Es gibt eine reelle Zahl
L = L(v) € R mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle ¢ > 0 existiert ein
o > 0, so dass fiir alle Zerlegungen Z von [a,b] der Feinheit max{|t; —
tic1] | i=2,...,m} < die Ungleichung

IL(7) = U(Z;7)] <€

gilt. In diesem Fall heifit L(~y) die Ldnge von 7.

Bemerkung: Man kann mit Hilfe der Stetigkeit von v zeigen (Ubungs-
aufgabe!), dass diese Definition der Rektifizierbarkeit (die aus Forster 2

4



entnommen ist) dquivalent zu der folgenden ist, die man auch an vielen
Stellen findet:

sup {{(Z;v)|Z Zerlegung von [a,b]} < oc.

In diesem Fall ist L(v) := sup {{(Z;v)|Z Zerlegung von v} die Linge von
~ und stimmt mit der obigen Definition der Lénge iiberein.

b) Nach einem Satz aus der Vorlesung sind stetig differenzierbare Kurven
v : la,b] — R™ rektifizierbar und fiir ihre Lénge gilt

b
L) = [ I3t

Die logarithmische Spirale ist stetig differenzierbar und

b
L(v) = / \/(ceCt cos(t) — et sin(t))? 4 (cet sin(t) + et cos(t))*dt

v 02 + 1 cb ca
= — (e —e ) .
c
c¢) Die Kurve 7 ist offenbar stetig an allen Punkten ¢ € (0, 1]. Wegen
0 < lim [(s, s cos(m/s) — (0,0)] < lim([s| + |s]) = 0
ist v auch stetig in ¢ = 0. Also ist 7 insgesamt stetig.

Fiir die Zerlegung Z,, aus dem Hinweis bestimmen wir {(Z,,,;7):

{(Zm; ) = lln(1/m) =~ (0)]]

+ Y 1/ (m =k +1)) = 5(1/(m = (k= 1) + 1)

(S5
(

m 1 1 m—k+1 1 -1 m—k+2
|G - )|
pt m—k+1 m—Fk+1 m—k+2 m—k+2
1 1
> - -
_m+kz:;m—k‘+1
—1+1—|-1+ +1
= sttt
Die harmonische Reihe divergiert, also gilt lim [(Z,,;7) = oco. Daher ist

~ nicht rektifizierbar.



Name: (3+3+2+2)

2)

b)

Aufgabe 3

Es sei U C R3 offen und v : U — R3 ein zweimal stetig differenzierbares
Vektorfeld. Man zeige, dass div(rot(v)) = 0.

Sei f: (0,00) — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Die
Funktion F': R"\ {0} — R sei durch F(z) := f(r) gegeben, wobei wir
r := ||z|| schreiben. Man beweise die Formel

n—1

AF(x) = f(r) +

fi(r).

(07

Sei nun f : (0,00) — R definiert durch f(r) := r*, wobei a # 0. Ange-
nommen, die in Teil b) definierte Funktion F'(z) = f(r) ist harmonisch
auf R™\ {0}, d.h. AF = 0. Berechnen Sie « in Abhéngigkeit von n unter
der Annahme, dass n # 2.

Skizzieren Sie das Gradientenvektorfeld der Funktion f : R?* — R, (z,y) —
sin(y) — cos(z) auf dem Bereich (z,y) € [—m, 7] x [—7, 7).

Losung

Weil v zweimal stetig differenzierbar ist, gilt nach dem Satz von Schwarz
9 P .
8(21- (%) = % (6_;;];> 1< Z,jak < 3. Also

le(l"Ot(U)):ai (803 81}2) + 0 ( 31]3 +6'Ul)
1

81‘2 B 81’3 81‘2 _8271 8&73
0 [(0vy Ou
* 0x3 (&Ul B 8:1:2)
A 0%, 0%vy 0%vy 0%v4 0%v,
 Oxe0s B 0x30x, - 0x10x3 + 0x301, + 011019 B 0x201,
= 0.

Esgiltr = ||lzf| = /22 + ...+ 22,also 2= = % i =1,...,n. Wir erhalten
mit der Kettenregel und der Produktregel



NOPF = 0 i
AFE) =3 G =2 g (107)
1 1=

=3 (710 (2) + p )

=1

= 1) + Py 2R ) iy P ),

3
¢) Falls F' harmonisch ist, so gilt

a—1T0 — 1

ala—1)r* 2 +ar = 0.

r

Weil o # 0, folgt @« — 1 +n—1=0 bzw. a =2 — n. (Der Fall n = 2 ist
ausgeschlossen weil wir auch o = 0 ausgeschlossen haben).

d) Das Gradientenvektorfeld von f ist gradf(z,y) = (sin(x), cos(y)).

| / 7/ / 4 N N\ |
| /v 7 7/ | N N\ |
N~ N4 ~ ~ /|
LN NN\ /s /|
NG / - 7|
| ~ 7 NN N |
L'/ 7 7/ 1 N N\ |



Name: (3+4+3)

a)

b)

)
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Aufgabe 4

Es sei X ein topologischer Raum. Definieren Sie mit Hilfe von Uber-
deckungen, wann man X kompakt nennt.

Zeigen Sie direkt mit Hilfe dieser Definition und ohne Sétze aus der Vor-
lesung zu zitieren: Die Menge X := (0, 1], versehen mit der Teilraumto-
pologie von R, ist nicht kompakt.

Formulieren Sie den Satz von Heine-Borel und behandeln Sie mit seiner
Hilfe ein weiteres Mal Teilaufgabe b).

Losung

Ein topologischer Raum X ist kompakt falls fiir jede Familie (U;);e; offe-
ner Mengen in X (I ist eine Indexmenge) mit | J,.; U; = X eine endliche
Teilmenge {i1,...,ix} C I existiert, so dass U?Zl Uy, = X.

Anders gesagt: Jede offene Uberdeckung von X enthilt eine endliche
Teiliiberdeckung.

Sei U, = (1/n,1] mit n € N\ {0, 1}. Dann ist U,, C (0,1] = X offen in der
Teilraumtopologie, denn (1/n,1] = (1/n,00) N (0, 1]. Weiter ist U, C U;
falls j > k.

Fiir jedes # € (0,1) existiert ein 1 < n, € N, so dass n, > 1/x bzw.
z € (1/ny,1) (nach dem Archimedischen Axiom). Also gilt = € (J -, U,
falls € (0, 1). Offenbar ist auch 1 € |J,—, U,. Daher gilt | J>2, U,, = X.

Sei nun {iy,...,7} C {2,3,...} endlich. Ohne Einschréinkung sei i; =
max{iy, ..., ix}. Dann gilt U}_, U;; = U, = (1/i1,1] # (0,1]. Also gibt
es keine endliche Teiliiberdeckung von (0, 1] durch U;, i = 2,3,.... Dies
zeigt, dass (0, 1] nicht kompakt ist.

Satz von Heine-Borel: Eine Teilmenge U C R™ mit der Unterraumtoppo-
logie ist genau dann kompakt, wenn U beschrinkt und abgeschlossen in
R™ ist.

Die Teilmenge (0,1] C R beschrénkt, aber nicht abgeschlossen: Die in R
konvergente Folge (£),en oy liegt ganz in (0, 1], nicht jedoch ihr Grenz-

wert 0. Nach dem Satz von Heine-Borel ist somit (0, 1] nicht kompakt.



