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Aufgabe 1: Sei V ein normierter Vektorraum und seien K,L C V kompakte Teilmengen.
Zeigen Sie, dass

K+L={s+yeVjzeK,yeclL}
ebenfalls kompakt ist.

Hinweis: Ein Beweis mit der Uberdeckungseigenschaft ist nicht einfach. Denken Sie lieber an
Satz VI.2.7.

Wir zeigen, dass K + L folgenkompakt ist, was nach Satz VI.2.7 dquivalent zur Kompaktheit
ist. Sei also (zp + Yn)n eine Folge in K + L, wobei z, € K,y, € L gelten soll. Wegen der
Kompaktheit von K existiert eine konvergente Teilfolge (xy, )x von (n)n. Da L auch kompakt
ist, hat die Folge (yn, ) ebenfalls eine konvergente Teilfolge, die mit (y11k£)€ bezeichnet sei.

Sind z € K und y € L die Grenzpunkte der Folgen (:Enkl) ¢ bzw. (ym-,e) ¢, so konvergiert die Folge
(m”’ce +Yny, )¢ offenbar gegen z+y. Diese Folge ist also eine konvergente Teilfolge von (z,,+¥n)n,
womit die Folgenkompaktheit von K + L gezeigt ist.
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Aufgabe 2: Es seien || - ||; und || - ||2 zwei Normen auf einem Vektorraum V. Zeigen Sie, dass
llll := max{|l[]1, [|=]l2}

eine weitere Norm definiert.

Weisen Sie auBerdem nach, dass Mengen, die beziiglich || - [|1 oder || - ||2 offen sind, auch im
Bezug auf || - || offen sind.
Offenbar ist ||z|| > 0 fiir alle z € V und ||z|| = 0 genau dann, wenn [|z||; = ||z|l2 = 0 gilt, d.h.

wenn x = 0 ist. Weiter ist
[Az]| = max{|Azll1, |Az]l2} = max{[All|zll1, [Allzll2} = M max{[lz]l1, z]l2} = [Alllz]l
Es gilt
& +yll = max{[lz + ylly, |z + yll2} <max{||lz]ls + |yl zll2 + lyll2}-
Angenommen ||z||1 > ||z||2. Falls [ly[li > ||yl|2, so ist also
Iz +yll < el + llylls = llzll + llyll-
Ist aber [[y[ly < [|yll2, so folgt
lz +yll < llzlly + llyllz = ll=ll + [lyll,
denn [zl + [[ylls < llzfl1 + [lyll2 und anch [[2fl2 + llyll2 < [lz] + [lyll2-

Falls ||z]|1 < [|z|l2, so folgt die Dreiecksungleichung analog. Insgesamt ist || - || damit als Norm
nachgewiesen.

Sei U C V offen beziiglich ||-||; (fiir || -||2 funktioniert dieses Agument vollig analog). Wir wollen
nachweisen, dass U auch bezglich || - || offen ist. Sei dazu p € U ein Punkt. Nach Definition der
Offenheit gibt es ein r > 0, so dass

By, (p,r) = {z € V||lz —plh <7}
ganz in U liegt. Nach Definition gilt || - |1 < || - ||, also gilt
By(p,) € By, (p,7) C U

Somit ist U offen im Bezug auf die Norm || - |-



Aufgabe 3: Gegeben ist die Abbildung
F:R® > R3,
(1,0,¢) = ((1+ rsinf) cos g, (1 + rsin ) sin @, r cos 9).

Berechnen Sie die Jacobi-Matrix und die Jacobi-Determinante von F'.

Die Jacobi-Matrix ergibt sich als

sinfcosp rcosfcosp —(1+sinf)singp
sinfsing rcosfsing (14 sinf)cosyp
cos —7rsind 0

und entsprechend ist die Jacobi-Determinante
7(1 + rsin ) cos? 0 cos® ¢ + (1 + rsin #) sin? f sin?
+7(1 + 7sin ) cos? O sin® ¢ + (1 + rsin 0) sin® O cos? ¢
=r(1+ rsinf).
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Aufgabe 4: Die Funktion f: R* x R* — R sei durch
*T—-y
T,y) =
flz.y) = v
definiert. Berechnen Sie das Taylorentwicklung von f am Punkt (1,1) bis einschliefllich den
Gliedern zweiter Ordnung.

Esist f(1,1) = 0 und

) - 2y —2z
gt fim ) = ((a:+y)2’ (x+y)2> '

Die Hessematrix ist

—4dy 2x—2y
3 3
- (B #2Y).
@ry)? @)
1

Hy(1,1) = <_0§ ) :

Die Taylorentwicklung bis zur zweiten Ordnung lautet also
F(1,1) + {grad f(1,1), (e = Ly = 1)) + 3{(@ — Ly - 1), H;(1,)(z - 1,y = 1))
=0+iz—L-ty+i+Hz-Ly-1),0—-=zy—1)

=3’ —2")+z—y.

Somit ist grad f(1,1) = (3,—3) und

= O

—



Aufgabe 5: Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema der Funktion
f:R?2 SR,
[(z,y) = (4a® —yP)e™ 74",

Man berechnet
grad f(z,y) = (831:f3_“‘”2_4'~"2 — 2x(4x% — y2)6"$2"4y2, —de_“”'z_‘iy2 — 8y(42? — yz)e_z2_4y2).
Die kritischen Punkte sind also die Losungen von
8z = 2z (42 — y?),
2y + 8y(4z? — y?) = 0.
Fiir z = 0 folgt 2y = 8y°, also y = 0 oder y? = %, d.h.y= :t%. Fiir = # 0 ergibt sich
4 =422 — o2,
Y+ dy(4z? — y*) = 0.

Setzt man die erste Gleichung in die zweite ein, so ergibt sich 17y = 0, also y = 0. Dann muss
z? =1 sein, d. h. z = +1. Man hat also die kritischen Punkte

(0,0), (0, £3), (£1,0)

gefunden. Die zugehorigen Werte sind
i
£(0,0) =0, f(0,£3) = — -, f(+1,0) =

Da e~ %"~ figy |(z,y)| — oo gegen Null geht, geht auch f(z,y) gegen Null. Insbesondere sind
(0,£2) globale Minima und (£1,0) globale Maxima. Da weiter f(z,0) fir @ # 0 positiv und
f(0,y) fiir y # 0 negativ ist, muss (0,0) ein Sattelpunkt sein.
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Aufgabe 6: Bestimmen Sie die lokalen Maxima und Minima der Funktion
fiR2SR, f(z,y) =2
auf dem Einheitskreis {(z,y) € R?|z% + y* = 1}.

Es ist grad f(z,y) = (2zy, z?).

Sei h : R2 — R, h(z,) := 22 + y%. Dann ist grad h(z,y) = (2z,2y). Man hat also folgendes
Gleichungssystem zu betrachten:

2zy = 2T,
22 = 2\,
2+ y2 =i,

Eine erste Losung ist (z,y) = (0,%1) (mit A = 0). Fiir 2 # 0 ist nach der ersten Gleichung
X\ =y, also 22 = 2y2. Somit ist 3y2=1,d.h.y= :i:%\/g, und 22 = %, d.h.z = :i:—%-\/g Man hat
also sechs kritische Punkte:

(0,+1), (16, 1v3), (£1v6,—1V/3).
Diese haben die Werte
f(0,41) =0,
F(+3V6,5v3) = 53,
f(£3V6,—3V3) = —3V3.
Wegen der Anordnung der kritischen Punkte am Einheitskreis folgt, dass (:i:%\/g, %\/g) und
(0, —1) lokale Maxima und (£3v/6, —3V/3) und (0, 1) lokale Minima sind.






