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Aufgabe 1: Zeigen Sie folgende Formel:
. 2tan c
sinz = 7 T tan?E

Fiir welche z € R sind alle vorkommenden Terme definiert?

Da die linke Seite fiir alle z € R definiert ist und die rechte nur fiir € {(2k+ 1)7|k € Z} nicht,
macht die zu zeigende Formel fiir alle z € R\ {(2k + 1)w|k € Z} Sinn.

Es gilt tany = Zg:?;, also folgt
sin £
2tan % 2 cos %
1+tan?2 sin® £
4 I+ cos? 525

—924in & x
—2311120082

—=sinz

nach dem Additionstheorem des Sinus. O




Aufgabe 2: Finden Sie Stammfunktionen fiir
f(z) :==e"cosz,
3z2 — 3z —3
9(=) = 38— 222 -z +2
auf den jeweiligen maximalen Definitionsbereichen.

Die Funktion f hat maximalen Definitionsbereich R. Mit zweimaliger partieller Integration gilt
/ e® coszdr = e®cosx — /ez(— sinz)dz = e® cosz + €* sinax — /el' cos zdx.

Es ist also 2 - [ e* coszda = e*(cosz + sinz) und
F(z) = %em(cos T + sin )

definiert eine Stammfunktion von f.
Das Polynom im Nenner von g faktorisiert sich zu

2P -22 —z+2=(z+1)(z—-1)(z—2).
Also ist der maximale Definitionsbereich von g gerade R\ {£1,2}. Weiter ist

322 — 3z — 3 1 3 3

F 2 —g+2 -2 z-1 o+l

die Partialbruchzerlegung. Somit ist
G(z) i=log |z — 2| + 2log |z — 1| + log |z + 1]

eine Stammfunktion von g auf ganz R\ {£1,2}. O




Aufgabe 3: Sei f:[0,1] — R durch

1 firz €]y, 525],neN
f(z) = -1 firz€lgig,9:,n €N

0 firz =0

definiert. Zeigen Sie, dass f Riemann-integrierbar ist.

(Der Satz V.1.15 {iber das Lebesguesche Integrabilititskriterium darf nicht verwendet werden!)

Um zu zeigen, dass f Riemann-integrierbar ist, geniigt es zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢
und 1 zu finden, so dass ¢ < f < und fol (¥ — ¢)(x)dx < e gilt.

Sei also € > 0. Wihle N € N so grof3, dass % < €. Definiere

-1 firz<i
p(z) = o
flz) firz> 5
und
)1 fir z < %
V() = {f(J:) fiir z > —11\—,

Dies sind offenbar Treppenfunktionen und es gilt ¢ < f <) und
W—M@%={

SO 1
2 fire<g
0 fur :L'>%

Also ist fol (¥ — )(z)dz = % < €. Dies zeigt, dass f Riemann-integrierbar ist. O




Aufgabe 4: Existiert das uneigentliche Integral

T

2 1
——dzx 7
p sinz

(Sie diirfen die Formel aus Aufgabe 1 verwenden. Es gibt allerdings auch eine Losung, die ohne
diese Formel auskommt.)

Begriinden Sie Thre Antwort.

Fiir z € Rt gilt sinz < =, also auch Siim > % Falls foi Shimd.r gegen einen endlichen Wert
konviergieren wiirde, so wére

71 'z 1 21 71
/ dzr = lim dx > lim —dx = / —dz.
0 g 0

sinz r—0 /., sinz =0/, x x

Aber die rechte Seite dieser Ungleichung ist

71 _ 21 ‘ z T
—dx = lim —dz = lim[logz]? = lim (log — —log 7') = 0.
0 r I r—0 r—0 2

T 7—0

1

e Ida: existiert nicht.

O

Somit divergiert auch die linke Seite, d.h. das uneigentliche Integral foé



Aufgabe 5: Berechnen Sie die Bogenliange der Traktriz w : R — R?,

1
t — tanht,
( ¢ "cosht)

Il

w(t) :

von 0 bis T'.

Es ist w/(t) = (1 — (1 — tanh®#), —SBUL) algo ist

’  cosh?t
inh?¢ inh®¢  sinh?t¢
[/ ()2 = tanh* ¢ + 2o © = S =

cosh®t  cosh?t  cosh?t
sinh?¢ + 1 sinh? ¢

= sinh? ¢ T = 5
cosh™ ¢ cosh*t

= tanh?¢.

Somit ergibt sich die Bogenlénge von w zwischen 0 und T als

T i T
sinh ¢
/ ]w'(t)|dt:/ tanhtdt:/ el
0 0 o cosht

= [log cosh ]} = log cosh T.




Aufgabe 6: Sei d: R? x R? - Rg durch

min{|z; — 29|, 1} falls y1 = 32
1 sonst

d((z1,11), (2, 92)) == {

definiert.

a) Zeigen Sie, dass dies eine Metrik auf R? definiert.
b) Beweisen Sie, dass die Menge N := {(0,y) € R*| =1 < y < 1} in der von dieser Metrik
induzierten Topologie nicht kompakt ist.

Offenbar ist d nicht-negativ und symmetrisch. AuBerdem gilt d((z1,v1), (z2,y2)) = 0 genau
dann, wenn y; = ys und |21 — 22| = 0 ist, also genau dann, wenn (z1,y1) = (22,y2) gilt. Bei der
Dreiecksungleichung miissen mehrere Fille betrachtet werden. Seien (z1,11), (z2,Y2), (3, 3)
Punkte in R?.

1. Fall: y1 = yo. Dann ist d((z1,1), (¥2,92)) = min{|z1 — 22|, 1}. Ist y3 # y1, so ist
d((z1,91), (¥3,3)) + d((€3,93), (z2,92)) = 2 > 1 = d((x1, 1), (22, 2))-
Bleibt noch der Fall, dass y3 = y1 = va gilt. Ist |21 — @3] > 1 oder vy — w3 > 1, so ist
d((z1,31), (z3,93)) + d((23,43), (22, 92)) = 1 > d((21,31), (w2, 92))-
Gilt aber |21 — z3] < 1 und |z2 — z3] < 1, so folgt
d((z1,91), (23,3)) + d((23,3), (x2, 92))
= |z — 23| + |23 — T2| > |21 — 2]
> min{|z; — za|, 1} = d((z1,31), (22, 92))
nach der Dreiecksungleichung fiir den Betrag.

2. Fall: y1 # yo. Es ist d((z1,%1), (¥2,92)) = 1. Da aulerdem y3 # y1 oder y3 # y2 gelten muss,
folgt
d((z1, 1), (23,93)) + d((23,Y3), (z2,92)) > 1 = d((21,91), (22, 92))-

Somit gilt die Dreiecksungleichung fiir d und es ist bewiesen, dass d eine Metrik ist.

Die Menge N wird von den offenen Kugeln K1 ((0,y)) mit (0,7) € N iiberdeckt. Da K 1 ((0,9)) =
2 e

|- %, %[x {y}, sind diese Kugeln paarweise disjunkt. Somit kann man auf keine dieser Uberde-

ckungsmengen verzichten und es gibt keine endliche Teiliiberdeckung, d.h. N ist nicht kom-

pakt. O






