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2. Klausur zur MIIA:
Analysis II fiir Mathematiker

Name

Vorname

Matrikelnummer

Bitte beachten Sie die folgenden Punkte:

1. Die Bearbeitungszeit betrégt 105 Minuten.

2. Bitte tragen Sie sofort auf jedem Blatt Thren Namen und auf diesem Deckblatt

zusdtzlich Thre Matrikelnummer ein.
3. Bitte ergéinzen Sie Thre personlichen Daten auf dem Scheinformular.

4. Bitte vergewissern Sie sich, daff Sie zus#tzlich zu diesem Deckblatt und dem
Konzeptpapier alle zehn Aufgabenblitter erhalten haben.

5. Es sind 49 Punkte erreichbar, mit 12 Punkten ist die Klausur auf alle Fille

bestanden.

6. Die in Klammern angegebenen Punktzahlen sind Maximalzahlen fiir die be-
treffenden (Teil-) Aufgaben. Sie kénnen nur dann erreicht werden, wenn alle

Antworten richtig angegeben und begriindet sind.

7. Bitte verwenden Sie bei der Bearbeitung der Aufgaben ausschliefllich das bei-
gefiigte Papier; notfalls ist die Riickseite des Aufgabenblattes zu verwenden.
Zusitzliches Konzeptpapier kann bei der Aufsicht angefordert werden.
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Name/Vorname

Aufgabe 1. (2 + 2 Punkte)
Es sei (E, || - ||) ein normierter Raum.
a) Bs sei f: E — R definiert durch f(z) := ||z||. Zeigen Sie, daB f stetig ist.

b) Es seien A € R und b € E. Zeigen Sie, daB die Funktion f : E — F definiert
durch f(z) := Az + b stetig ist.



Name/Vorname

Aufgabe 2. (2 + 2 Punkte)

a) Es seien X ein metrischer Raum und f : X — X eine stetige Funktion. Weiter
sei £ € X mit f(£) # . Zeigen Sie, dafl es eine Umgebung U C X von £ gibt, so
dafl f(z) # « fir alle z € U gilt.

b) Es sei (E,| -||) ein Banachraum. Zeigen Sie, daf die Menge
S={z€E:|z||=1}

beschrénkt und abgeschlossen ist.



Name/Vorname

Aufgabe 3. (2 + 3 Punkte)

a) Es seien F ein normierter Raum mit dim F = 1 und  ein weiterer normierter
Raum. Zeigen Sie ausfiihrlich, da jede lineare Abbildung A : F — E stetig ist.

b) Bestimmen Sie umgekehrt einen normierten Raum F und eine lineare Abbildung
B : F — R, die nicht stetig ist. (Nachweis erforderlich)




Name/Vorname

Aufgabe 4. (2 + 2 + 1 Punkte)
Es sei f:[0,1] — R definiert durch f(z) = z.

" a) Bestimmen Sie eine Folge (fy)nen C 7([0,1],R) von Treppenfunktionen, so daf
| fa — fllo — 0 fiir n — oco. (mit Beweis)

b) Bestimmen Sie fol fn(z)dz fiir jedes n € N.

c) Berechnen Sie unter Verwendung von a) und b) das Integral

/O (o) dr



Name/Vorname

Aufgabe 5. (2 + 3 Punkté)

a) Essel p: [a,b] — R beliebig. Bestimmen Sie

b
/ 1du.

b) Es seien p : [a,b] — R monoton wachsend und f : [a,b] — R eine stetige
Funktion mit f > 0. Begrnden Sie, warum f € R(y) ist, und zeigen Sie die

b
/fduZO.

folgende Ungleichung



Name/Vorname

Aufgabe 6. (3 + 3 Punkte)

Essei ¢ : [a,b] — [c, d] stetig und streng monoton wachsend mit ¢(a) = ¢ und (b) = d.
Fiir eine Zerlegung Z = {to,...,t,} von [a,b] bezeichnen wir mit Z¥ die Zerlegung
Z% = {90(t0)7 ce 7(10(tn)} von [C7 d]

a) Zeigen Sie, daB es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so daf fiir jede Zerlegung Z von
la,b] mit AZ < § gilt: AZ¥ <.

b) Sei pt : [c,d] — R monoton. Zeigen Sie, da8 fiir jede stetige Funktion f : [c,d] — R
das Integral

b
/(fw)d(uocp)

existiert, und dafl die folgende Formel gilt:

/ab(focp)d(uow)=/cdfdu.



Name/Vorname

Aufgabe 7. (2 + 3 Punkte)

Entscheiden und begriinden Sie, ob die folgenden Vektorfelder F konservativ sind und
bestimmen Sie gegebenenfalls ein Potential.

a) Q= {(z,y) e R*: 2?2 +y? < 1}, F : Q — R? mit F(z,y) = (—y, ).
b) @ =R"\ {0}, F: Q — R™ mit

(=Nl g2
F(z) = {

e 0<llzll <1
(l=l? = Vg M=l 2 1.

Hierbei bezeichnet || - || die euklidische Norm im R™.



Name/Vorname

Aufgabe 8. (5 Punkte)
Entscheiden und begriinden Sie ausfiihrlich, ob die Abbildung

f: L(R",R") — L(R",R"), B~ B*

total differenzierbar ist und gegebenenfalls, ob die Ableitung stetig ist.



Name/Vorname

Aufgabe 9. (4 Punkte)

Es seien F, F,G normierte Raume und 2 C F offen. Weiter seien f : 2 — F und
g : 2 — G im Punkte a € §) total differenzierbar. Zeigen Sie, daf§

(f,9): Q= FxG, 2= (f(2),9(z))

ebenfalls in a total differenzierbar ist.



Name/Vorname

Aufgabe 10. (3 + 3 Punkte)

Entscheiden und begriinden Sie jeweils, in welchen Punkten die folgenden Funktionen
f : R? — R partiell, total oder sogar stetig differenzierbar sind.

a) f(z,y) = |z fiir (z,y) € R?.

b) f(0,0) =0 und f(z,y) = (‘Qﬁ—%—y—é—ﬁ fiir (z,y) # (0,0).
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