Sommersemester 2017 : Miinchen, den 12.8.2017
Klausuraufgaben zur “Topologie und Differentialrechnung mehrerer Variablen”
Prof. Dr. F. Merkl

1. (5=1+4 Punkte) Gegeben seien ein metrischer Raum (M, d) und eine Folge a = (an)nen mit Werten in M.

(a) Definieren Sie, wann die Folge a eine Cauchyfolge in (M, d) genannt wird.
(b) Nun sei zusitzlich bekannt: d(an,ans1) < n~2 fiir alle n € N. Beweisen Sie, dass a eine Cauchyfolge in
(M, d) ist.
2. (9=1+38 Punkte)
(a) Formulieren Sie eine Version der Kettenregel fiir Funktionen mehrerer Variablen, inklusive ihrer Voraus-
setzungen.

(b) Gegeben seien glatte Funktionen F; : R? » R, F; : R* 5 R, f:R—-> R, A: R R, p:R =R,
g : R = R sowie zwei reelle Zahlen a und b. Es gelte fiir alle j € {1,2} und alle z,y € R:

D1 D;Fy(z,y) + p(z) D1 Fy(z,y) + qa(2) Fj(z,y) =0, 1)
Fi(z,z) = F3(z, ), (2)
D1 Fi(z,z) — D1 Fa(z,z) = 1. (3)

Hierbei bezeichnet D; die partielle Ableitung nach dem ersten Argument. Weiter gelte fiir alle z € R:

z b
f@) = [ Reph@d+ [ Fleuho)d
Beweisen Sie, dass die Funktion f fiir alle z € R die folgende Differentialgleichung erfiillt:
F'(z) + p(z) f'(z) + q(z) f (z) = h(z) (4)

3. (9=3+3+3 Punkte)

(a) Gegeben seien zwei metrische Réume (M, dyr) und (NN, dy) sowie eine Abbildung f: M — N. Charak-
terisieren Sie die Aussage “f : (M, das) — (IV,dn) ist stetig” auf drei verschiedene dquivalente Weisen.

(b) Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung

F (€00, 21, €), [-) = (°(Z,©), | oo), 5)
Flg) = ( [ et d’”)k ) ©)

stetig ist.
Notationen: C(]0,2],C) bezeichnet den Raum aller stetigen Funktionen g : [0,27] — C, und i € C

bezeichnet die imaginire Einheit. Fiir g € C([0,2x],C) ist ||g]l1 = f027r lg(z)| dz. Weiter: £2°(Z,C) =
{a = (a;)jez € C¥ ||afleo < 00}, Wobei ||a]|co = supjez |a;]-

(c) Es bezeichne (L!([0,2x],C), ||-|1) die Vervollsténdigung von (C([0,2x],C), ||-||1), wobei die Fortsetzung
der Norm auf die Vervollstindigung mit dem gleichen Symbol ||-[|1 bezeichnet wird. Zeigen Sie, dass die
durch die Formeln (5) und (6) gegebene Abbildung F' eine stetige Fortsetzung

F: (LY([0,27],C), [1ll1) = (£(2,C), |I-leo) (7)

besitzt.

Bitte wenden!



4. (9=1+4143+2+42 Punkte) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

S0 = 1 )uo. e, @)

dt
0= (3 ) ©)

fiir eine unbekannte zweimal stetig differenzierbare Funktion y: R — R2,

sowie der Anfangswert

(a) Geben Sie eine Volterra-Integralgleichung an, die dquivalent zu diesem Anfangswertproblem ist. Die
Angabe der Integralgleichung geniigt; bei dieser Teilaufgabe ist kein Beweis verlangt.
(b) Formulieren Sie eine Version des Satzes von Picard-Lindelof.

(c) Berechnen Sie die beiden Komponenten y; und y, der Losung y des obigen Differentialgleichungssystems
(8) mit der Anfangsbedingung (9) explizit. Im Ergebnis darf keine Matrix-Exponentialfunktion einer
2 x 2-Matrix stehen.

(d) Geben Sie, basierend auf der Volterra-Integralgleichung aus Teilaufgabe (a), eine Abbildung @ : C(R,R) —
C(R,R) an, so dass das Iterationsverfahren y(*+t1) = &(y(™), n € Ny, fiir n — co und jede Startniherung
y©® € C(R,R) gleichmifBig auf kompakten Mengen gegen die obige Losung y konvergiert. Die Angabe
der Abbildung ® geniigt; bei dieser Teilaufgabe ist kein Beweis verlangt.

Notation: C(R,R) bezeichnet die Menge aller stetigen Abbildungen von R nach R.

(e) Berechnen Sie y() = ®(y(®) mit der Startniherung
v (t) — ( ; ) teR. (10)

5. (9=241+2+1+3 Punkte) Gegeben seien zwei positiv definite Matrizen A, B € R**", wobei n € N mit n > 2,
die Menge M = {z € R"| ztAz = 1}, sowie die Abbildung f : R — R, f(z) = z'Bz.
Notation: Der Vektor z wird hier als Spaltenvektor aufgefasst. z* bezeichnet die Transponierte von z.
(a) Beweisen Sie, dass M eine Untermannigfaltigkeit von R™ ist.
(b) Welche Dimension besitzt die Untermannigfaltigkeit M? Bei dieser Teilaufgabe ist keine Begriindung
verlangt.
(c) Berechnen Sie den Tangentialraum T, M von M in einem gegebenen Punkt z € M. Geben Sie T, M als
Nullstellengebilde einer geeigneten Abbildung an. Im Ergebnis darf keine Ableitungsoperation stehen.
(d) Formulieren Sie den Satz von den Lagrange-Multiplikatoren.
(e) Geben Sie eine Matrix C' € R™*™ an, so dass fiir alle z € M die beiden folgenden Aussagen &quivalent
sind:
i. z ist ein stationdrer Punkt der Einschriankung f|as von f auf die Untermannigfaltigkeit M.
ii. z ist ein Eigenvektor der Matrix C.

Begriinden Sie Thre Antwort.
6. (9=4+41+4 Punkte) Gegeben seien die 1-Form

zdy —ydz
Ve T T
auf U = R?\ {(0,0)} und die Abbildung
. — % Y
f:U=U, flzy) = (W’W)

(a) Berechnen Sie den Riickzug f*w. Schreiben Sie das Ergebnis in méglichst vereinfachter Form.

(b) Formulieren Sie das Lemma von Poincaré fiir 1-Formen und Homotopien. Fiir eine offene Menge V' C R™,
m € N, sollen Sie dabei in der Antwort die Abbildung

IV:Zl([O,l]xV)—>Of""(V,]R), va(:c):/ xfirzeV

verwenden, wobei k; die gerichtete Strecke von (0,z) nach (1, ) bezeichnet.

(c) Beweisen Sie, dass es keine glatte Homotopie von der Identitét idy : U — U nach f: U — U gibt.



