1. (10=2+3+2+3 Punkte ) Gegeben seien die folgende Differentialform w iiber der Ebene R%:
W(z,y) = 4z da + 3zty?dy, (x,y) € R2 (1)
und die parametrisierte Kurve k : R — R2, k(t) = (t3,t%).
(a) Welchen Typ hat der Riickzug k*w? Genauer gesagt: Welche Mengen sind der Definiti-
onsbereich A und der Zielbereich B der Abbildung k*w : A — B?

(b) Berechnen Sie den Riickzug k*w.
(c) Berechnen Sie das Kurvenintegral [, w, wobei ¢ : [0,1] = R2, ¢(t) = (t3,t1) die Bin-
schriankung von k auf das Einheitsintervall bezeichnet.
(d) Entscheiden Sie, ob w exakt ist, und begriinden Sie Thre Entscheidung.
2. (10 Punkte) Der R—Vektorraum U := C([0,],R) aller stetigen Funktionen f: 0,7 = R

werde mit der Maximumsnorm ||-|lec : U = R, ||flleo := maXze(o,n] |f(z)| versehen. Beweisen
Sie, dass der von den Funktionen a, : [0,7] = R, an(z) = cos(nz) mit n € Ny aufgespannte

Untervektorraum
k
V.= Cply
n=0

dicht in (U, ||-||co) ist.

3. (10= 1+9 Punkte) Gegeben seien drei Banachriume (U, ||-|lo), (V;|l-llv) und (W, Illw) sowie
zwei zweimal stetig differenzierbare Funktionen f:U—=Vudg:V->W.

k € Np, cneRfﬁrn:O,...,k} (2)

(a) Welchen Typ hat die zweite Ableitung d2f = d(df), also die Ableitung der Ableitung von
f? Mit anderen Worten gesagt: Welche Mengen A, B sind der Definitionsbereich A bzw.
der Zielbereich B der zweiten Ableitung
d’f: A— B?

(b) Driicken Sie die zweite Ableitung d?(g o f) der Komposition g o f mit Hilfe der ersten

und zweiten Ableitungen df, dg, d?f und d?g aus. Begriinden Sie Ihr Ergebnis mit einer
Rechnung.
Variante: Wenn Sie eine vereinfachte Variante dieser Teilaufgabe bearbeiten wollen, neh-
men Sie den Spezialfall U = R™, V = R", W =R, also f = (f1,.- o fn) t R = R?,
g:R* —» R mit m,n €N und driicken Sie die Hessematrix D?(go f) mit Hilfe der ersten
und zweiten partiellen Ableitungen von g und den f;, 7 = 1,...,n, aus. Wenn Sie nur
diesen Spezialfall bearbeiten, sind noch 7 der 9 Punkte dieser Teilaufgabe erreichbar.

4. (10 Punkte) Beweisen Sie, dass es genau eine beschriinkte stetig differenzierbare Funktion
z:]—1,1[ = R gibt, die die folgenden Gleichungen fiir alle t € ] —1,1[ erfiillt:

2(0) =2, (3)

(i () =)

Bitte wenden!



5. (10=6+4 Punkte) Gegeben sei das von zwei Parametern a,b € R abhingige Gleichungssystem

2yt +axy® 4 by? =1, (5)
ety +az? +bay =1 (6)

fiir zwei Unbekannte x,y. Fiir a = b =0 ist z = y = 1 eine Losung dieses Gleichungssystems.

(a)

(b)

Beweisen Sie, dass es eine offene Umgebung V' des Nullpunkts (0,0) € R? und zwei stetig
differenzierbare Funktionen X,Y : V — R mit

X(0,00=1, Y(0,00=1 (7)

gibt, so dass fiir alle (a,b) € V durch @ = X (a,b), y = Y(a,b) eine Losung des Gleichungs-
systems (5)—(6) gegeben wird.

Berechnen Sie fiir so eine Funktion Y die partielle Ableitung D>Y (0, 0).

6. (10=5+5 Punkte)

(a)

Gegeben n € N, seien M eine Untermannigfaltigkeit von R® und @ € R™® \ M ein Punkt,
der nicht auf M liegt. Wir versehen R™ mit der euklidischen Metrik d(z,y) = ||z — yl|2,
z,y € R™. Beweisen Sie: Ist b € M ein Punkt mit kiirzestem Abstand von a, d.h. gilt
d(b,a) < d(z,a) fiir alle x € M, so ist b — a orthogonal zum Tangentialraum T, M von
M in b, d.h. fiir alle y € T, M gilt (b — a,y) = 0. Hierbei bezeichnet (-,-) das euklidische
Skalarprodukt.

Nun sei M = S% = {z € R3| ||z|| = 1} die Einheitssphire in R® und a = (1,4,8).
Beweisen Sie, dass es genau einen Punkt b € M mit kiirzestem Abstand von a gibt, und
berechnen Sie dessen Koordinaten. '



