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Aufgabe 1. [4C 6 D 10 Punkte]

(a) Sei .X;T / ein topologischer Raum mit der Hausdorff-Eigenschaft und sei x 2 X . Zeigen Sie:

Die Menge fxg ist abgeschlossen.

(b) Sei .X; d/ ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass

(i) durch
d�
�
.x; y/; .x0; y0/

�
WD d.x; x0/C d.y; y0/; .x; y/; .x0; y0/ 2 X �X;

eine Metrik auf dem kartesischen Produkt X �X erklärt ist.

(ii) die Metrik d als Abbildung
.X �X; d�/ ! .R; j � j/

.x; y/ 7! d.x; y/

stetig ist, wobei j � j den Absolutbetrag bezeichnet.

Lösung.
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Aufgabe 2. [5C 5 D 10 Punkte]

Die 2�-periodische Funktion f W R! R sei durch

f .x/ WD

(
cos.x=2/; x 2 �0; 2�Œ;

0; x D 0;

definiert.

(a) Bestimmen Sie alle Fourier-Koeffizienten von f und geben Sie die Fourier-Reihe von f an.

(b) Für welche x 2 R konvergiert die Fourier-Reihe von f punktweise gegen f .x/?

Lösung.
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Aufgabe 3. [3C 3C 4 D 10 Punkte]

Betrachten Sie die Funktion

f W

Œ0; 1� ! R

x 7!

X
n2N

1
p
n3 C nx

:

Zeigen Sie, dass

(a) die Reihe in der Definition von f gleichmäßig in x 2 Œ0; 1� konvergent ist,

(b)
Z 1

0

f .x/ dx D 2
X
n2N

�q
nC 1

n
�
p
n
�

,

(c) es eine Konstante c 2 �0;1Œ gibt, so dass für alle N 2 N gilt

1X
nDNC1

�q
nC 1

n
�
p
n
�

6
c
p
N
:

Lösung.
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Aufgabe 4. [5C 5 D 10 Punkte]

Gegeben seien p; q 2 �1;1Œ mit 1
p
C

1
q
D 1 und die Funktion

f W

�0;1Œ� �0;1Œ ! R

.x; y/ 7!
1

p
xp
C
1

q
yq:

Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode der Langrangeschen Multiplikatoren alle lokalen Extrema f unter der
Nebenbedingung xy D 1. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(a) Zeigen Sie, dass f höchstens ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung xy D 1 besitzt.

(b) Zeigen Sie, dass f genau ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung xy D 1 besitzt. Handelt es sich
dabei um ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum?

Hinweis. Es ist vorteilhaft, die Nebenbedingung als ln.xy/ D 0 zu formulieren.

Lösung.


