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Aufgabe 1. (6 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(a)
∫ √

π

0

x cos(x2) dx; (b)
∫ e

1

x lnx dx

Aufgabe 2. (6 Punkte)

Man untersuche, welche der folgenden Strukturen (X, T ) topologische Räume sind:

(a) X = R und T = {∅} ∪ {G ⊆ R : G ist überabzählbar};

(b) X = R und T = {∅} ∪ {G ⊆ R : X \G ist endlich}.

Man beachte die Konvention: Die leere Menge ∅ ist eine endliche Menge.

Aufgabe 3. (6 Punkte)

Sei X := C([−1, 1]) der Banach-Raum der stetigen, auf dem Intervall [−1, 1] definierten
reellwertigen Funktionen, versehen mit der Supremumsnorm. Man zeige, dass es genau
ein f ∈ X gibt, so dass

f(x) =
1

2
ln(1 + f(x)2) + sin(ln(x+ 2))

für alle x ∈ [−1, 1] erfüllt ist.

Aufgabe 4. (6 Punkte)

Man finde die Stellen lokaler Extrema der Funktion f : R>0 × R>0 → R, definiert durch
f(x, y) := ln(xy), unter der Nebenbedingung g(x, y) := x2 + y2 − 2 = 0.

Aufgabe 5. (6 Punkte)

Es sei γ : R→ R stetig im Punkt 0. Zeigen Sie: f : Rn → Rn, definiert durch
f(x) := γ(‖x‖2)x, ist differenzierbar in x = 0.

Berechnen Sie außerdem die Divergenz 〈∇, f〉(0).

Warnung: Sie können nicht erwarten, dass f in 0 stetig partiell differenzierbar ist.

Aufgabe 6. (6 Punkte)

Es sei (M,d) ein kompakter metrischer Raum. Zeigen Sie: M ist beschränkt, d.h. es gibt
c ≥ 0 so dass d(x, y) ≤ c für alle x, y ∈M ist.


